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La idea directriz de las autoras al escribir el presente volumen estd sin-
tetizada en las siguientes frases de su introduccién: “Intentamos organi-
zar la actividad en el aula en base a la participacion del alumno, incenti-
vado por el docente. Empleamos la técnica del estudio dirigido, con acti-
vidades organizadas por el maestro, para que el estudiante aprenda ac-
cionando, llegue a la verdad por su propio esfuerzo y viva la alegria in-
descriptible del descubrimiento”.

Compartimos plenamente esta tendencia. La ensefianza de la mate-
mitica debe ser siempre activa, con los alumnos en tension, prestos para
captar interrogantes y disparar respuestas, lo mismo que para graficar si-
tuaciones o extrapolar conocimientos. Este es el buen camino para el
aprendizaje. Una ensefianza pasiva, con alumnos tan s6lo receptores, aun-
que entiendan paso a paso los razonamientos, suministrados en perfec-
m  ordenadas dosis, pod r el caudal de pero

i su potencial itico, El de la matemd-
rlca se hace a través de una continua gimnasia intelectual, la cual, por
otra parte, interesa y gusta al alumno.

En cuanto a la ensefianza de los maestros, si ella debe tener el mismo
estilo que se espera apliquen posteriormente en el aula, también debe
ser activa, basada en continuas preguntas, en el planteo sucesivo de s
tuaciones problemdticas y en la adquisicién de conceptos tras el conven-
cimiento de su obligada necesidad o conveniencia. En este sentido ha si-
do redactado el texto de las profesoras Luz Cerdeyra y Gema Fioriti.
Ello supone mucha experiencia, mucha capacidad y mucho esfuerzo.
Cada capitulo es, esencialmente, una sucesion de preguntas para moti-
var el estudio, despertar el interés, desarrollar la habilidad matemdtica
 adquirir conocimiento. Se supone que los alumnos ya han seguido la
escuela media y tienen, por tanto, los conocimientos bdsicos de ésta.
Se trata ahora de reverlos desde un punto de vista mds elevado, sistema-
tizindolos y estructurindolos. Se trata, también, de exponerlos pensan-
do en como han de ser vistos, en sus bases, por los alumnos de la escuela
primaria, adelantandose a sus dudas y allanando sus progresos. Es aqui
donde se nota la experiencia de las autoras: todo profesor experimen-
tado adivina las dudas de los alumnos antes de que éstos las presenten.
Todo ha sido muy pensado.




Es posible que falten algunos temas, pero lo importante es el método
y la idea. Rellenar con mds ejemplos o mds contenidos s cosa ficil que
Seguramente hard, y deberia hacer, todo profesor que siga el texto en
sus cursos. Es con la colaboracién de todos, alumnos y profesores de los
Institutos de Formacion Docente, asi como de los maestros en ejercicio,
que la ensefianza de la matemdtica en los primeros grados alcanzard y
‘mantendrd los niveles de eficacia y actualidad que sus alumnos de hoy,
dirigentes de la sociedad en el afio 2000, necesitan y merecen.

Dr. Luis A. SANTALO



Introduccién

Escribir un texto de matemticas destinado a alumnos de Institutos
de Formacion Docente implica un compromiso maltiple: con los nifios
a los que el futuro mastro tendr como alumnos, con los alumnos-
maestros que buscan una formacion adecuada para el ejercicio de su fu-
tura profesion, con la pedagogfa-didéctica que se pretende demostrar y
con los contenidos matemdticos que instrumentarén el contacto lector-
autor. Todo ello resume una filosoffa educativa, subyacente en cada ejer-
cicio que se proponga, en toda la secuencia temtica que se elija.

La experiencia de siete afios con nifios de escuela primaria, en diaria
tarea, nos ha ratificado l principio pedagogico de Dewey, las bases de
Maria Montessori, las demostraciones cientificas de la psicologia gené-
tica de Piaget (pero con las consideraciones psico-pedagdgicas que de
ellas extrae Brunner), todo ello admirablemente expuesto por Dienes en
“La contruccién de la matemética” y en “Las seis etapas en el aprendi-
zaje de la matemética”.

iciamos la ensefianza de la ica sobre la base del apren-
dizaje de la misma. Creemos que la escuela est4 organizada para que el
nifio aprenda y no para que el maestro ensefie. Intentamos organizar la
actividad en el aula en base a la participacion del alumno, incentivado
por el docente. Empleamos la técnica del estudio dirigido con activida-
des organizadas por el maestro para que el estudiante aprenda accionan-
do, llegue a la verdad por su propio esfuerzo y viva la alegrfa indescripti-
ble de descubrimiento.

Tan‘o el nifio como el adolescente, el joven y el adulto gustan de la
bitsqueda de soluciones, cuando se les permite moverse a su propio rit-
mo y segén sus intuiciones (aun cuando éstas lo lleven, a veces, a conclu-
siones erroneas). Descartar una hipotesis, verificando su inexactitud, sue-
le acercar a la formulacién de bases correctas, y ayuda, indudablemente,
en la biisqueda de métodos adecuados para un eficaz izaj




El aprendiz que llega a descubrir que el 24% es una expresion que le
indica Ia relacion que existe entre 24 y 100, que esa relacion s equiva-
lente a 6/25, que el 24% de 1.000 es un nimero que puede obtenerse
dividiendo por 25 y multiplicando por 6, que las fracciones son (entre
otras cosas) combinaciones de multiplicaciones y divisiones (que a ve-
ces pueden expresarse, como en este caso, mediante un ntimero decimal
0,24), aprehende realmente una serie de instrumentos de célculo que le
serdn muy Gtiles, pero, muy especialmente, va desarrollando sus capaci-
dades intelectuales por su propio esfuerzo y “gozando del més apasio-
nante de los juegos: la investigacion matemdtica”.

S, estamos convencidas que el aprendiz de cualquier edad tiene dere-
cho a gozar del hallazgo de las regularidades logicas de la matemtica.
El lograrlo, tal vez, dé lugar a un cambio de actitud (muy a menudo de
rechazo y negacion) con respecto a la matemitica.

Cuando a un nifio de cuatro o cinco afios le regalamos un fuguct lo
goza col de lapso.
Ve pordiondo el intocéa a madida oo e fugaete se trsmalorma m ol
mento conocido y no le brinda nuevas posibilidades de realizar activida-
des diferentes. A menudo nos reclama a los adultos nuevas posibilidades
del juguete ;qué puedo hacer con estas barajas? Si le ensefiamos a hacer
carpas, se pierde el interés cuando el dominio psicomotriz le permite ar-
mar carpas sin dificultad. Si le agregamos la posibilidad de buscar figu-
ras parecidas, la actividad interesada se prolonga hasta cuindo? Hasta
que, una vez dominado ese juego lo propongamos otro.

Si la primera vez que el nifio pequefio ests en contacto con las bara-
jas, le enseftamos las reglas del “‘pinche”, tal vez llegue a aprender el jue-
g, tal vez se desaliente por no conocer previamente las posibilidades de
comparacién (semejanzas y diferencias) que hay entre las barajas. Si le
vamos suministrando reglas organizadas de acuerdo con su edad y asu
experiencia previa, podemos usar las barajas como recurso didéctico am-
plio y provechoso.

Mientras “investiga” el nifio es feliz. ;Tenemos derecho los docentes
de primaria a decir que a los nifios no les gustan los problemas, que no
les gusta investigar? Es muy probable que, en gran medida, nosotros sea-
‘mos culpables de su cambio negativo de actitud de los cuatro afios a los
doce afi

En este primer tomo tratamos de presentarle al alumno-maestro los
temas que detalla el programa del Ministerio de Educacion de la Nacion
para la formacion matemtica en los Institutos de Formacion Docente.




Se ha dejado de lado lo relativo a Estadistica y Probabilidades, porque
son temas de enorme riqueza por su vinculacion con m\portanlcs Tamas
de la Un de ellos, cor de do-
centes, exige una extension que, entendemos, obliga a su publicacién en
forma separada.

No hemos escrito un liro de matematica,sino una guia d trabajo pa-
ra llegar a conocer los La
temtica de los mismos puede encontrarse en la exposicion de los pmfe—
sores del curso y en los libros que citamos a menudo como referencia.

En el tomo IT (Gufa de trabajos précticos para Didéctica de la mate-
mdtica en la escuela primaria) fundamentaremos nuestra filosofia edu-
cativa y trataremos de plasmarla en el estudio de algunas formas posi-
bles de ensefiar la matem4tica elemental.

La realizacion de este trabajo ha sido posible gracias a la colaboracion
inestimable del profesor Alfredo Raul Palacios, la licenciada Juana Her-
vatin y las profesoras del Grupo de Psicomatemitica de la Universidad
Nacional del Comahue, Dilma Gladis Fregona y Maria Mercedes Cortés
de Carmona.

Nuestro reconocimiento profundo, también, para todos los integran-
tes del Grupo de Psicomatemética por su apoyo constante a esta obra, y
a los alumnos de la division “C” de la escuela N° 53 de Cipolletti (Rio
Negro), que desde primer grado en 1973 a séptimo grado en 1979 nos
permitieron vivir de cerca el proceso de aprendizaje de la matemtica en
el ciclo primario.

Grua Ints Fionm y Luz Evvia Cerogvaa






Légica

Ficha 1. Proposiciones.

Material a usar: piezas de carton como las siguientes:

Lhmlmox 1a este conjunto.
1. na pieza cualquiera, designarla a. ;Qué se puede decir de ella? Escribir
s ncidon completos, por ejemplo:

“aes negra”

Tomar ot plea: (Es nega? (Es cundrada? s rayada {Es prndet (Es blan
ca? ¢Es de la misma form:

Eitas proguntes que se formlan,  los eunciadossobro  pleza  son de istin
tas caracteristicas. Esos enunciados son expresiones con sentido que afirman o nie-
gan algo; de cada una de ellas se puede decir que son verdaderas o falsas. Estas ex-
presiones son proposiciones.



2 Comptetar segun corresponda:
2) Lapiezaaes
b) Lapiezaaes
¢) Lapiezaanoes

contiene ninguna otra roposicion como parte constituyente.
Los enunciados b y ¢ son proposiciones compuestas (o moleculares), contienen
otras proposiciones. Asi ¢l enunciado b se puede analizar
lapiezaa es y- lapieza

(0 atbmica) porque no

proposicion atomica proposicion atémica

;Cuil es ¢l andlisis correspondiente a c)? Efectivamente, se trata de una proposi-
ion molecul ah i ica “a es 4

3.-Indicar cudles de las siguientes expresiones son proposiciones y completar:

[ces proposicion? | ;atémica? imolecular?

O es cuadrado si st —

Desnegroy A es cuadrado. st — si

iQueé sol! no - —

x+2=5

Elperro

Llueve en Jujuy el
10/8/79.alas 3 hs.

Si se pierde algo,
te castigaré.

Podemos preguntarnos:
qué esla moral? si si -

Sécrates y Demécrito
eran contemporéneos

GEs tarde?

Ni estudio ni trabajo

T-4+2

Carlos +3 =

2



Ficha2 Valor de verdad. Negacion.

1. Ubicar en este rectingulo todos los elementos de I:

) Dada s propiedd “es rinul”,andlizar pr tods s pcsclsson s
que permiten obtener una proposicion verdadera. Por ejemplo:
+ Q estiingulo” es faso.
“ X estridngulo”  es verdadero.
Si se consideran todos los elementos de I, obtendremos dos clases difer
s i que on tringlos 1 e d s qu 00 Joson.S1s¢ graica
se e

ridngulo

) i 2 Ia proposicion “a es trdngulo” se la simboliza con “p"’, a1 proposicion
S cierto que a es tridngulo” se la simboliza *~ p” (el s Smbolo S 2 oo

il piera a pertenece I reion 1, e valor de verdad de I proposicion “p”

(s ingile) e vendadero

o 0 ici

it Toqmada  actide I egaiom
uil es el vz.\ur dr verdad de " ~p"" Es claro que el valor de verdad de *~p”"

(escierto que a es trdngulo), “~p”

B s (10 65,52 o ¢ ringulo), "~ p” e verdadora

e ¢ paeie reumircn 4 Sginte (bl

] ~p
v F
F v

Analizar la siguiente expresion: “no ocurre que a es no tringulo™ ;Como se
simboliza? Construit la tabla de verdad.



) Dada sobre el onjunto | la pmpwdld "es hlmu" ", proceder como se mﬂml
en elincisoa. pue
representar asi

L I
Qué nueva distribucién se hxe sobre los elementos de 1? ;Qué propiedad tie-
nen los elementos de la region
d) Si se toma una pieza b de II region 1, y a la proposicion “b es blanco” se la
simboliza con *q”, entonces “q” es verdadera.
Enunciar “~q”, ;cudl es su valor de verdad?

©) Sise superponen los diagramas de a y ¢ se obtiene:
triingulo
) gDénde se encuentran las piezas que son a la vez blancas y triangulares
i) (Qué elemen(cs se encuentran en la region 27 La misma pregunta para ln
region

El diagrama us;do en esta ficha se llama “diagrama de Carroll” (ver detalles so-
bre el tema representaciones grificas en el Capitulo 11, ficha 4, apartado 6).

blanco

) Dadas la propiedades: “es grande” y “es redondo”:

— dibujar e diagrama,
— distribuir la piezas segin corresponda.

: ¢s necesario distinguir aqui I diferencia que existe entre una propost-
mn yuma pmpudxd Por cjemplo: “es blanco” es una propiedad y de ella no tiene
o dci que e verdadera o fls, puss o valor e verdad e ura proposicion

tou

prin pm,md-a e o
A s , ¢l cansancio
dtendlﬂnmc:wlpmpemnn

“ es blanco”,




“el cansancio es blanco”.

El conjuno decleentosque cen posibl xpresa proposiioesa pari e
propiedad P, se llama “conjunto asociado a la propiedad P’

Ficha3 Redeslogicas. Conjuncion.

En et fcha itoducimos un e diditico que s parcs adecuado pus
concretizar algunas nociones 16gicas. Se tata de las redes Iogc
Una r da una de ellas,
y en la cual se presentan una “entrada” y ida”, ésta con dos posibilidades:
e eamino i al sl (s 1S o sn ulen aribar) o al bosque (salida pi-
trabajar). EI
(e derchae s ierds) y estd reit las flechas de Ia red.

En los caminos insertos en las placas de la ed, se ubican “puertas”, una en
lcs, quepusien e rupuesta n i d o sl o ‘propiedsdes de los
e

jementos q
Por cemplo: s wpcamos i emnda todos los elementos de 1,y I red presen-
tauna puerta con la inscripeit



Qué camino puede recorrer A yeacasitoon bonque?
Qué camino puede recorrer 4 ? ;Va al castillo o al bos
{iscr ecoreet 1 red  todos los lementos e . {Cudles g lcastille? {Cui-
Tes al bosque?
s redes pueden prolongarse empleando serics de placas. En cada placa deben fi-
gurar los caminos posibles (indicados por las flechas) y las puertas a trasponer en las
cuales debe indicarse, por supuesto, Ia condicion exigida para pasar por ellas.

1.-He aqui una red para los elementos de 1. Todas las piezas entran y llegan o bien
al castillo, o bien al bosque. El sentido de circulacién es tnico (para una ficha) y
obligatorio:




iPor cuintos caminos pueden llegar las piezas al castillo? ;Por qué puertas de-
ben pasar para legar a é1
Las piezas que van al castll [ y

2.-La proposicion:
“ () esrayadoy (fJ) esredondo”
indca g 1as dos pmpledld" son poseidas conuntamente por unapiza dade.
o loges

icion s rayado” Ia llamamos “p”, y a la proposicién * ()
s redondy o amamos *q", la conjuncion:
“ @) esrayadoy @ esredondo”
o, reformulada:
“@) esrayaday redonds”
sesimboliza“p A q”yselee“p y q
Varia la conjuncion si la expresamos como*q A p!

Observacién: no si 1y del lenguaje usual se comporta del modo andlogo al
sitabolo legco “a", En CEiimentos e Ioges simbSl” (ve bibliogaia) Telma
. do Nudior s e odlespesssntan o ltereston o
Pronancit s disurso mis brlantey muri.
Comi6 pescado y se intoxi
Aqui *y" o iene <l sentdo de una mera conjuncién, o que xpres, )
cieta secuenca tampora,  en i) una conexién casal.
Ante cada fcula 'y
analizarsise s 0 no autorizado para cnnndemlo - :omumlon
iEn cudles de
~ Tengo hambre y frio.
~ Lapila se desmorond y cay6 al rfo.
~ Se agaché y empez6 a caminar despacio.
— Subia y bajaba de tono.
~ Elclima es suave y htmedo.

3.- Retomando la salidad de la red (apartado 1) se divide al castillo en locales de
‘modo que cada pieza que llegue a €l debe ubicarse en el local que le esté reservado.
Asi se observa que Ia tinica sala




Si en la expresion “x s rayada y redonda” sustituimos “x” por cualquier ele-
mento de la region 1, obtenemos siempre una proposicién verdadera. Eso ocurre
porque se empled una red conjuntiva y se ubicaron las puertas para lograr en la sali-
da la conjuncién x es rayada y redonda” en la sala o region 1.

Puede trabajarse un diagrama de Carroll para representar la misma situacion:

redondo

rambién en este caso la region 1 estard ocupada por las piezas de I que hacen
vevdaden I exprsitn *x es ryada y redonds”. Sucede o mismo con cualquier
representante de las otras regiones y la mi
i o a.gum.m ol e st o st e proposconss que corresponden
aun representante de cada regior

x esrayada xesredonda | x s rayada y redonda
S v v v
[ ] F v F
A v F F
A F F F

Del anlisis de esta tabla se concluye que para que una conjuncion sea verdadera,
deben serlo cada una de sus proposiciones componentes

4.3) Sise ubican las puertas como en Ia red que sigue:
redondo




4Qué propiedad tienen los elementos que van al castillo? ;Qué sala ocupan? Evi-
d trata de los circul alasala2.

b) Cambiando Ia ubicacion de las puertas se pueden ocupar también las salas
4y 3. ;A cuil de ellas corresponde a siguiente red?

redondo
rayado] 4|
23

redondo.

) Construir Ia red para ocupar la sala que falta.
d) Enunciar una proposicion sobre un representante de cada sala.
¢) La siguiente tabla de verdad corresponde alared del inciso a. Completar los
Tugares vacios.

xesredondo | xesnorayado | x es redondo y no rayado
) v F
[ ) v
4 F
F ¥

) Construir las tablas de verdad correspondientes a las regiones 4 y 3.
£) i) Se supone ahora que se tiene:
P A q (verdadero)

4Qué se puede decir de “p” por un lado y de “q” por otro? ;Puede ser “p” fak
?";q" falso? ;Qué se puede deducir de una conjuncion verdadera?




s blanco” y “q” es () es redondo” q
(O es redondo”, lo que usualmente expresamos

o q:m plo: lep" e "O
es bl
bl sl O
Si dado un cierto cnn]\mm ccure que “p A 4 semitsimpre verdadero, e
I son blancos y redondos.
iEs verd:d i 0dos los clementos do e conjunto som blancor? 1Y que fodos
son redon

s, se sabe que:
A q (falso)
se puede deducir el valor de verdad particula de cada proposicion atémica?
For ejemplo, si se sabe que una pieza no s “redonda blanca”, ;s¢ puede decir
que es blanca?, ;que es redonda?, 10 que no esni blanca ni redonda?
Si“p A q”esfalsa,y “p”es vexdld:u, 4qué se puede decir de “q". Dar un
emplo, Lo mtamo par 1 cas0 60 8 "p & o 8 e conaideranda 5" a0

Observacién: como dice Telma Barreiro de Nudler en su “Légica dindmica” (ver bi-
‘bliografia):

“Una proposicion, como ya se dijo, es o bien verdadera o bien falsa. Estos valo-
tes ~V'y F-- reciben ¢l nombre de valores de verdad (o valores veritativos)”.

Cuando e valor de verdad de una proposicién molecular depende (imicamente del
valor de verdad de sus se considera
cibn es una funcion de verdad y la(s) conectiva(s) que contiene se d ina (n)
‘extensional(es). EI valor de verdad de la proposicién molecular “no the depen-
de Ginicamente del valor veritativo de “llueve™ (si ésta es falsa aquélla Nvtrdiden,
si ésta es verdadera aquélla es falsa); por lo tanto la conectiva **no”, es de cardcter
extensional

En cambio, en el enunciado: *“Juan muri6 porque comi6 pescado”, aunque se co-
nozca el valor de verdad de las dos proposiciones atémicas componentes 10 se cono-
e, por ss solo hecho, l valo veratvo e  propasicon melscuar, por cons
guiente I conectiva “porque”

 El valor dé verdad de las proposiciones mukcuhre: cuyas conectivas son exten-

, como ya se dijo, de verdad de
le modo que, i i ible determinar aquél.
Esto permite construi, conectiva extensional, una tabla que indica, dadas

Jon dititas combimciones posbles do vlore do verdad d s componeate, udl
serd el valor de verdad de Ia proposicion molecular. Una tabla de este tipo se deno-
‘mina tabla de verdad. |

En las ficas 2y 3 hemos constuido s tablas d verdad comespondientes s s
conectivas vistas hasta shora: *y”, “n

4. Ejercicios:
9Duos  pifumestuda
1an trabaj




+ es falso que Juan estudia.
Juan no estudia

i) Sabiendo que el valor de verdad de “p” es verdadero y el de “q” es falso,
hallar el valor de verdad de las proposiciones moleculares anteriores. Por ejemplo:

en**~p A q" (Ia negacion corresponde 5610 a “p”) se obtiene entonces:
P~ 9 |~pag
v F

b) Sabiendo que el valor de verdad de “p A q” esverdadero, y que “~ q” es fal-
50, determinar el valor de verdad de *p".

— —

Ficha 4 Disyunci

1. Tomar estas cuatro piezas del material:

al lla

4) Se puede decir para ese conjunto que todas las piezas son:

incluyente; excluyente.

icuadradas o triangulares?

b) ;Se puede encontrar una pieza que sea a la vez:

icuadrada y triangular?



) ;Se puede decir que para ese conjunto las piezas son:
gl oyadas
icuadradas o raya
d) ;Se puede encontrar una pieza que sea a la vez:
grande y rayada?
;cuadrada y rayada?
Analizando el sentido de las proposiciones a y ¢ se ve que ‘0" tiene en ambos
casos sentidos diferentes.
1 iera del conjunto, éste
tiene usa de s dos propwdndes ‘pero 1012 dos a a vez. Lismaremos  eta conec-
tiva di excluyente o alternativa.

Dars« cada piees et confato tene,al menos,un d s dos propiedades pero
puede también tener las dos simultineamente. Esta conectiva se llama disyuncion
de inclusién o simplemente disyuncién.

2.-He aqui una red:
negro

tridngulo

iCudes son s sl ocupadas? ;Cudle so s pisas que vl bosque? Cada
pieza dela salda, ;qué propiedades tien

Evidentemente pia cosauier clements de a salida s vilida s expresion “x es
trngulo o negro”. i la progosicion “ (@) es negro” se la lama “p” y 2 @es
iringulo” st 1 esigm con g 5 negro o tridngulo” se expresa “p v g

A cudles de las dos disyunciones corresponde esta red?




3.-Por esta red circulan todas las piezas:

redondo __po redondo
blancof] 4[4

2
no blanco

Ak

4) {Cudntas regiones del diagrama estén ocupadas?

b) {Cules son Ias piezas que van al bosque?

)53m0 by s que “a0 redondo” en e b, dénde s todos s -
i hay mis que “blancos” en el bosque, ;donde estin todos los “no blancos™
Entones b l Gt st 38 1 496 804008V Y

Hay alguma o
pi

iezas son o

Se puede ver aqui otra vez el sentido especial del *0 inclusivo”. e tiene sobre el
g oo o “rdodor, i oot s “a0 b,y poc oo
te t0dos los “redondos no blancy

Vaiendo  a 160 de punto 2 odas s pizas d 1 el son “negras o trings
Ios”. Tomando un representante e cada regién, vamos a construir la tabla de ver-
dad de a disyuncion analizando los valores de verdad de los atributos con respecto
aesa pieza

x s negm xestridngulo | x esnegrao
tridngulo

Una piezade 1 v v v

Una pieza de 2 v F v

Una pieza de 4 F v v

Una pieza de 3 B




Cuiles son los valores de verdad para una pieza correctamente ubicada en la re-
£6n 3? Completar la tabla.
4:4) S hemos qus °p v o s, jqué podmns dci el valor deverdad de
“p" porunlado,y de °q" po o
b Supnn:moﬂ que “p vq” e verdadero, Qué se puede deci de “q” s “p"
es falso? ;Y si“p” es entaderst
5.-5i “p” significa “yo juego”, y “q” “yo canto”,
canto”.
4) Si“p v q” esverdadero y “q” es falso juego 0 no juego?
b) Si“pv q” esverdadero y “q” es verdadero juego 0 no juego?
©) Si “juego o canto” es falso ;qué significa éto para “p” y para “q"?

'p v q" significa “yo juego o

609 Tomr: N [1@ Oy casiicato segin el s orpigama

ges redonda?)

si no si no

conjunto K

Las piezas del conjunto H 50 ... 0

b) En este caso el “0” estd en sentido exclusivo porque no se da el caso de que
un =l=memn e s ves sedondny e
a /N que esun elemento de H se plantea:
A esredondo”, q:* £ es blanco”
1a proposicion compuesta
A e redondo o blans”




iComo se ubican en este diagrama los elementos de H?

redondos  no redondos.

o V: i paraun region:

x es blanco xesredondo | x es blanco o redondo

v v F

F v v

>>®|o

Es evidente que en xd dolo es
solamente una de las proposiciones componentes.

7.-a) Hacer circular todas las piezas en la siguiente red:




Completar utilizando los atributos dados: las piezas e l salida son a lavez

¥ oo
1Cémo se enuncia la propiedad de las piezas que no llegan a la salida?

b) En la siguiente red:

iPor cudntas puertas pasan las piezas que llegan a la salida?
Completar:

Las piezas de la salida son o

8.-Comparar el recorrido de cada red, y la disposicion de los carteles. ;Qué se ob-
serva? ;Existe alguna relacion entre el tipo de red y el conectivo I6gico que repre-
sentan?

9. Ejercicios:
a) Tomar todas las piezas indicadas por el siguiente diagrama:
cuadradas 1o cuadradas

ws | V777
L 1]

10 negras

Para ese conjunto (rayado en el diagrama) jcuil es la parte que le falta a la si
guiente red?
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b) Idem al ejercicio anterior, pero tomando el conjunto siguiente:

tridngulo  no tridngulo

no blancc

/




) He aqui redes para lss piezas:

trifngulo  no tridngulo.

[
widngulo o triingulo

D e
10 rayada s

trigngulo no tridngulo

tridngulo 1o tridngulo




~ {Cukntos caminos hay para legar a 1 salda en cada caso?

~ Rep: salida en el di

~ Elegir una region de un diagrama y di red que tenga como salida s6-
o los elementos de esa region. Repm elgendo ols rogtn.

~ Elegir tres regiones y dibujar la red que tenga como salida slo los elemen-
tos de esas regiones. Repetir eligiendo otras regiones.
d) Tomar estas piez:

HAZ@0O

i) ¢Se puede decir que todas las piezas son:
= alaves negaas y cusdradas?
~ negras 0 cuadradas’ si - no

i) ;Qué se debe quitar a este conjunto para que todas esas piezas sean a la

vez cuadradas y no negras? Construirlo.

iii) ;Qué se puede agregar a este conjunto encontrado en ii) para que sus ele-

‘mentos sean “ "7 ar i i "y

d

Hacer ¢ imi piezas: construir un conjunt
aun 0" y probar e pasarlo a un conjunto asociado a un “y", o bien a la inversa

€) Este es el juega de “guardar-agregar”. Aqui un cjemplo:




Completar la cadena siguiente:

guardar
los chicos

agregar
los redondos

Llegada

) i) Partiendo de:
2 A a
- a

tratar de obtener, mediante la cadena “agregar-guardar”, el siguiente conjunto:

-IHA

iCudl es1a red que leva estas piezas  Ia salida?
i) De la’misma partida, se debe obtener mediante “guardar-agregar” este
conjunto:

Cudles la red?

iif) Lo mismo para esta llegada

A% m0aAa

8) Dibujarla red iente a la parte rayada de I

tridngulo no tridngulo redondo  no redondo
- D077 v
miegs T -t |
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Ficha5 Condicional

1- 1 para la cual sea verdadero que “cada pieza e no negra
o cuadrade” (pued: sk ayoda undisgramade Caro).

4) Tomar de ese conjunto todas las piezas “negras”, ;se puede decir algo que sea
vérdadero para todas Ias piezas que se acaban de retirar? Es verdad que todas son

) Volver a colocar s piezas “negras” y etirar as “cuadradas”. ;Se puede decir
que todas las piezas “cuadradas” retiradas son “negras’

<) Volver a colocar todos los “cuadrados” y retirar ¢ todos los “no cusdrados”.
Tod: it lasno

2.-Considerar Ia salida de Ia red del apartado 3 de la ficha 4. 4Es el resultado de la
conjuncién de “redondos” con “no blancos”? ;Es el esultado dela disyuncion de
“tedondos” con “no blancos”? ;Hay “no blancos” en ella? ;Cules? Todos los
“no blancos” gestdn en lasalida? jHay “blancos? Si es asi, jcudles?

{Quiénes van al bosque? Los que son .. ¥y

3. Alguna(s) de i
Ia salida de la red anteri nmplzhrll(x) empleando un solo atributo (“blanco”,
“no blanco”, “redondo”, “no redond

na picza “blanca” entonces es
Si se toma una pieza “no blanca” entonces s ..
nda” entonces es .

Sise toma una pieza “no redonda” entonces es

4.- Dadas las siguientes piezas de

AA@

estas piezas es verdadera la frase “si tomo un cuadrado entonces es rayado”.
Agregar una pieza cualquiera y verificar sila frase dada sigue siendo verdadera, ¢s
decir,sise toma un “cuadrado” éste ¢s “rayado”.
R:penx este mluu con cada una de las piezas del conjunto
O, sigue siendo verdadero el N it Erdamparas
mﬂlqulu cumqu que lcmzmm e- “rayado”
Siseagregaun O , jse
duesed “myud? Lv e agrea un ridngulo rayad
puede agregar cuslquier pieza “cuadrada”? e pll:de agregar cualquier pie-
za “no cuadrada”? ;Qué pizas son as que s pueden agregar para que a frse siga
siendo verdadera? ;Cules son las piezas que no se pueden agregar?
Conndo e ayen excomalo odss iz qu g venddcr f epmcindo
yado”

junto” asociado a I propiedad dada.
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Si se representa este conjunto en un diagrama como el siguiente:

[ = T >

rayado

cuadrado  no cuadrado

iCules son las regiones ocupadas?

Se verfca que s regiones ocupadasson 2,3, 4. En efecto, tomndoun cenes-
xes

Satrads entoncs e ayado”, s cbtiene pmpmnén Verdaders.
Por ejem

Pana [ 7 s cuadrado entonces [ es rayado”.

Para cusdrado entonces /s rayado”. La proposicion es
verdadera porque la condicion de rayado se exige olaments i ¢ un cuadrado.

D s cvadrado entonces /P es rayado. Es verdadera por

Para
1o mismo.

.- Los enunciados que responden 2l forma:
s . entonces ..
se llaman condicionales.
La forma 16gica de:

“si A es cuadrado entonces /\ es ayado”
A es cuadrado” A es rayado”

pIq
Lo que afima un enunciado conds es cuadrado entonces
es rayado”, es que la primera pmpouc.en Rantecedente) mplica I segunda
(consecuente). No afirma que el antecedente sea verdadero, sino solamente que i lo
entonces lo es el consecuente.
Tampoco afirma que el consecuente sea verdadero, sino sélo que lo seré necesa-
riamente i ol atecedente Io 5
Un condicional resultaré falso si se verifica el primer suceso (antecedente) y no
se verifica el segundo (consecuente). El significado esencial de un condicional es el
nexo entre antecedente y consecuente.
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6. De las siguientes partes de

O »00 @
O -»0B®®
i) Cuil estd ﬂ;ﬁnidaw 1a propiedad “x es no blanca o x es cuadrada™?
La pregunta se responde reemplazando “x” por cada elemento en la frase sim-

bolizada, y verificando en c.«. caso s I disyucion es verdader. Conviene recor
darque

il) Enunciar isyunciones para
i) se verifica que “si tomo una pieza blanca entonces serd cuadrada”. Con
este modelo y con los atributos “blanco”, “noblanc”, “cuadrada”, “no cuadrado”,
fommular Ias partesa, by c.

7.-3) Tomar el “mis grande conjunto” asociado a la propiedad “si x es negro en-
tonces x es tidngulo”. ;s verdadera la proposicion que se obieie i se sustituye la
“x” por un “tridngulo no negro”™? ;Y para una pieza “no trdngulo no negro”?

) Enuncar  propedad socada 1 s conunt que responda al tipo

9 D.m,.. un disgama de u'mll para o ributos trabajados (“negro”,
“tridngulo”) y eligiendo tres de sus regiones o conmtla proposicion en forma de
condicional y de disyuncion.

8. Vamos a analizar las relaciones entre las expresiones del tipo condicional y del
tipo disyuntivo.

2) En el apartado 4 de esa fch i
se pueden expresar de dos maneras distintas.

“six es cuadrado entonces x es rayado” ;
— “xesno cusdrado o x es rayado”.
Resulta claro que Ia disyuncion de proposiciones a partir de un condicional se
ok ituye el antecedent

b) En los items 6 y 7 esté planteado el problema inverso, ;como pasar de una
forma disyuntiva a un enunciado condicional?

En el apartado 6, para d se pasa de “x es 10 blanco o x es cuadrado” a “si x es
blanco entonces x es cuadrado”.

Pt e i ¢ i¢ s de s ayado o e edonda” 3 “sx e o Tyado -
toncesx es

En7a) ix o ‘negro entonces x es tridngulo” se obtiene *'x s no negro 0 X

e

i rtado 37 En efec-
10, se ve que la napcm el antecedents es la proposicién correspondiente al pri
mer término de Ia disyuncién.
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9- mem el conjunto asociado ala propiedad x es chica 0 no tridngulo’™
ieza que “no es chica”, es seguro que serd no .

Si se_toma un “tridngulo” ;se puede enunciar otro atributo de ella? ;Cémo se
expresa bajo la forma de un condicional?

En este punto se enuncian dos condicionales para un mismo conjunto definido
POt “x es chica 0 s no tridngulo”.

Vemos aqui que a partir de una disyuncion se pueden obtener dos enunciados
condicionales diferentes pero equivalentes, ello debido 2 la conmutatividad de la
disyuncion.

10.- 2) Formar el “mis grandes conjunto” asociado a la propiedad del tipo “x es
ono . y enunciar los dos condicionales que se pueden ver

ficar en &l
) Probar shora de determirar los condicionales que pueden ser deducidos de
Ias proposiciones disyuntivas siguientes:

~pva 5 pv~a
©) Unir las proposiciones equivalentes
Plq PVQ
adp pY~q
~p24q ~pva
~qdp ~pv~q

d) Sabiendo que los trazos deben unir proposiciones equivalentes; en el siguien-
te esquema ;donde hay error?, jhay trazos que faltan?

POq 9dp
o T ]

~pd~a
o= 1 [poa - ~a2e ]

Sabemos que una disyuncion puede ser escrita bajo la forma de un condicional.
pes por ejemplo, el “ms grande conjunto” asociado a la propiedad “six es blanco
entonces x escunirsdo e el mimo aociado s “x esno blanco 0 x es cuadrado”.

De allf resulta que reemplazar a I

Completar la tabla de verdad para el posibin
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X es 10 blanco | six es blanco
Para | xesblanco | xescuadrado | x esnoblanco | x es cuadrado | x es cusdrado

O v v F v v

De donde se puede decir que un condicional es falso solamente en el caso que su
antecedente sea verdadero y el consecuente falso.

12.- Se presentan aqui expresiones linghisticas simbolizadas por las propiedades de
las piezas:

irculo” “el gato corre al ratén”
‘cuadrado” “el gato no corre al ratén”
“negro” el gato caza al atén”
“rayado” el gt no cuzaal aton”
Consi una red (con o sty de fomay color) que e soamte
los “circulos negros™ a la salida. Enunciar la proposicion correspondiete utilizando

Ias frases.

b) Construir una red que lleve a

(No olvidar que . 10 puede salir).
Para este conjunto completar la frase ng\umu
. entonces.
(Hacerlo de dosformas distintas).
) Enunciar los dos condicionales equivalentes utilizando las frases.

salida el siguiente conjunto:

13,

) Considerar el siguiente conjunto:

H..O

Entre los siguientes condicionales referidos a é, jcuiles son verdaderos? :



“Si tomo una pieza negra, entonces serd Euldﬂdl g
“Si tomo una pieza cuadrada, entonces ser n
“Sitomo una pics blanca, antons srd grande”,
“Si tomo una pieza pequefia, entonces serd blanca”.
1) Buscar otro condiionles quesea verdaderos yotos que sea falsos para
estas cuatro piez
<) Elegir entre las frases encontradas una frase verdadera para este conjunto,
por ejemplo: “si tomo una rayada, seré pequefia”
‘Agregar todas las piezas posibles e I de manera tal que a frase elegida siga sien-
do verdadera.

se puedz agregar cualquiﬂ pieza “rayada”?
ede agregar cualquier pieza “no nym" J
Lse gt au-lqmer picza “chica™?

icha6 Bicondicional.

1.- Tomar las piezas siguientes:

bLDro A ®

Para ellas, jcudl de las dos frases siguientes es verdadera? :
— “Six es negra entonces x es grande”.
— “Si x es grande entonces x es negra”.
(Qué piezas habria que quitar para que las dos expresiones sean verdaderas a
lavez?
2-2) Represntar en ol siguiente disgrama el “mis gande corfunto” par fcual
sea verdadera Ia frase “si x es blanco entonces es tridngulo”
tridngulo  no tridngulo
blanco

10 blanco
b) Idem para Ia frase “si x es tridngulo entonces x s blanco”.
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<) 4Quéreione hacen verdaders a a ez s rases de a y e b?

Las piezas "o blancas no tridngulos” forman parte de ellas? ;Y los “ tridngulos

o blancos”? ;Y los “blancos no tridngulos? 7Y los nkinguls ancos™? Evide
temente la primera y Gltima pregunta tienen respuesta afirmativa.

3.-) Contruir un conjunto para el cual las frases siguientes sean verdaderas:

— “Six es chico entonces x es blanco”.
— “Six es blanco entonces x es chico”.

b) En qué regiones del diagrama se puede representar ese conjunto?:

chico no chico

blanco
10 blanco
©) {Qué otras e verdaderas
<) Qué fases condiconsles donde se usen I atrbutos “chico”, “no chico”,
“blanco”, “no blanco” son falsas para el conjunto obtenido? ;Cudes son las regio-

nes que. :m!spwnd:n a esos nuevos condicionales?

4.-) Tomar todas las piezas del conjunto I. Construir el “mis grande conjunto”
que haga verdadera la expresion “son solamerte los negros los que son grandes”.
Tiene cabida en él un 1o negro grande” ,Como deben s los “n0 negros™? ;Se
encuentra un “negro chico”? ;Cualquier “negro”?

b) Encontrar una frase del tipo “x es.
verdadera para el corjunto.

) Probar de encontrar otra frase verdadera para este conjunto del tipo “sola-
mente los ", distinta a la el item a).

oxes que sea

5.--a) Tomar todos los cuadrados de 1. Buscar ol “més grande conjuio” e hage
verdadera la expresion “tod egros
Cuile son s 2oms dlsiguihie dagrama que roprowentan e conntor

negro no negro

no grande
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b) {C6mo se pueden encontrar las piezas “negras™? Solamente tomando las

S se toma una pieza yﬂ\dc del conjunto, serd

Como se Jas piezas “no negras™? tomas os...

i e toma una pieza “chica” serd
Se puede concluir que: si s¢ toma una pieza “grande” serd “negra”, y esto ocurre
solamente si s toma una “grande’”.
) Completar la frase:
“Si se toma una pieza
mente s se toma un .
Esta expresion se puede reducir a:
“Siy sblosi e toma una pieza ...

sta ser “no negra” y eso ocurre sola-

.. ésta serd “no negra”.

6. Considerar el diagrama siguiente:
blanco o blanco

redondo

10 redondo

4) Para ¢l conjunto rayado sobre el diagrama, ;es verdadero que si s toma un

“blanco” entonces es “redondo”? Completar:
“Sixes entonces x es

b) ¢Es verdadero ahora que si se toma un “redondo” solamente se obtiene un
“blanco™? ;Se puede tener un “redondo” que sea “no blanco™?

) Que se debe quita alconjunto para qu tomando un “Todondo” s chiengs
solamente un “blanco™ {Es necesario quitar los elementos de Ia region 37 ;Qué
regiones quedan?

LY
— Sixes “redonda” entonces es .
C6mo se puede encontrar una pieza “no blanca”?
~ Solamente six es
Estas dos expresiones a completar se ot i
— “siy sélo si x es redonda entonces X s blanca”.
¢) Construir el “miés grande corjunto” para que sea verdadera lafrase siy o
six es blanca entonces x es redonda”.
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£) i se comparan los conjuntos obtenidos en c) y €) se observa que ocupan las
mismasregiones (1 3, s deir qe s exprsiones:
siy s6lo s x es redonda entonces x es blanca”
“siy sélo si x es blanca entonces x es redonda”
son equivalentes.
7-3) Fomar y sepresentarenun disgrama de Caroll e “mis grande conjunto” pa-
ra que la frase siguiente sea verdadera:
s x es cuadrado entonces x es rayado”
{Qué otra frase del tipo “six es un no
7 es verdadera para este conjunto?

entonces x es un no

” no cusdrado
mnado W/////////////

iPara este diagrama, cuil es el condicional asociado? Completar:
“sixes.. . entonces X es

o que es equivalente a:
“six es no cuadrado entonces x es no rayado”

<) Teniendo en cuenta los diagramas a) y b), rayar las regiones para las cuales son
verdaderos simultineamente los condicional

“six esun cuadrado entonces x es rayado”
“six es rayado entoces x es cuadrado”

EI diagrama obtenido es:
cuadrado  no cuadrado

rayado

W/

d) La conjuncion de los dos condicionales anteriores:
“six es cuadrado entonces x es rayado”
“si x es rayado entoces x €s cuadrado”™
puede expresarse como:
“siy sblo si x es cuadrado entonces X es rayado”

“Si y solamente si” es una nueva conectiva que se llama “bicondicional”. Como.
su nombre lo indica, expresa un condicional doble, es decir, un condicional que se
cumple en ambas direcciones.
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s cuadrado entonces
proviene (segin d) de:
P es cusarato entonces P es ayado”
ikl

s rayado”

P q
s P s ayato etorces Wl escusirato”
R |

q »
La corjuncién de ambas proposiciones condicionales define el bicondicional, es
decir:

“®>) A (@2 p)" equivalea:
donde el simbolo “=" se lee: “siy sélo &7
©) Construir la tabla e verdad del bicondicional:

P q P3q {qdp |(pPd2a)algd>p)

v v v

8.-Observando cierto conjunto, Natalia dice: “todo elemento es un redondo si y
s6l0 si es rayado”. Tomando una pieza de ese conjunto, expresa: “no es redondo”
iQué se puede afirmar de esa pieza?

9.-a) Escribir los siguient iados bajo & cional o implicacion,
considerando:
g

~ Siestoy cansado, entonces descanso.

~ Si descanso, entonces estoy cansado,

~ Descanso solamente si estoy cansado.

~ Estoy cansado solamente cuando descanso.

b) Suponiendo que son verdaderos, jcules son equivalentes? Elegir dos enun-
iad ivalentes y deduci i6n del tipo “siy slosi

“p” : “estoy cansado”
: “descanso”

©) Inversamente, encontrar dos enunciados que permitan deduci:

emp g



Ficha7 Cuantificadores.

1.-Se ha agrupado algunos elementos de I en tarjetas:

A O
e &
b @

4

A

JAN

A

e
o

O

rdad

“hay redondos”

los’
“ao hly tridngulos”

b) Analizar, para la misma serie de tarjetas, las proposiciones:

~ “no hay no negros”

Qué i

)y enb)?

) Escribir cuatro proposiciones del tipo de las empleadas en a) y determinar pa-
racada i Ias que i
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2.-Elegir dos de las proposiciones de 1.2). Buscar una tarjeta para la cual sean verda-
d ici Es posible I d ici

3-3)

o

®
[

e

2

e Q

Para cada tarjeta, encontrar las proposiciones verdaderas:
— “todos son redondos™
~ *“no todos son r:dbndm

todos son cuadrados’

0 todos son cuadrados”

Se obseiva que si una proposicion es verdadera para una tarjets, su negacion es
falsa para la misma. Sobre una tarjeta donde no hayan mis que “redondos” es ver-
dadero que “todos son redondos”, y por consiguiente su negacion “no todos son re-
dondos”, es falsa.

b) Dadas las siguientes tarjetas:
A, 0 e LN
A | ] [ ]
A A O e o




escribir cuatro proposiciones con: “todos son”, “no todos son”, que ellas sugieran.
Para cusles de las tarjtas anteriores son verdaderas lassiguientes frases?:

~ “todos son no trdngulos”

~ “no todos son um.mus"
4.-La expresion “para todo x” recibe el nombre de cuantificador universal y ti

ado que “lndus wn" “cu;[qmeu seax”, “plmcul.lqultrx", "u
ibe abreviadam:
“existe X tal que", rede ol nombre de cuantificador existencial y
tine ef mismo sgaifcado que “existe por o menosunc”, “hay un x que”, “algin
xes”, y se escribe

Una proposicion pmmm parel cuantificador universal o por el existencial pue-

de s afectada por una negacion. En el primer caso se expresa: “no todos son”. y
en el segundo: “no hay
Por cjemplo, para negar Ia proposicion “hay varones en Ia clase”, debemos decir

'n0 hay varones en la clase”
ra negar “todos estn presentes”, diremos “no todos estin presentes”.
En estos ejemplos hemos negado el cuantificador, pero ellos pueden referirse a
nuibn(o: de naturaleza afirmativa o negativa.
Asi en el ejemplo anterior, “todos estdn presentes”, si se niega el atributo “pre-
sente”, n obtiene, “todos estan ausentes”.
nalizando simulténeamente los cuantificadores universal y existencial con sus
respectivas negaciones en un atributo y su negacion, se obtienen ocho proposiciones
que en términos generales pueden expresarse:

— Todoslos x sony. — Hayunxqueesy.
~ No todos los x son y. — Nohayunx queesy.
~ Todoslos x sonnoy. ~ Hayunx queesnoy.
— No'todoslosx sonnoy. ~ Nohay unx que esnoy.
o - . S .
5.
A B c




3) Para cada una de las proposi iguientes, indicar las tarj 1

les ellas son verdaderas:

“hay lipices”

~ “nohay lipices”

“hay botones” (equivalente en este ejemplo a “hay no lipices”)
— “na hay botones” (equivalente en este caso a “no hay no lipices”)

b) Hacer lo mismo para estas proposiciones:

~ “tod o
~ “no todos son lipices”
~ “todos son botones” (equivalente a “todos son no lipices”)
“no todos son botones” (equivalente a “no todos son no lipices”)
) R na tabla los datos obtenidos en a y b, unacruz
1a proposicién que es venhdan ‘para cada tasjeta:

tarjetas

proposiciones 4 B c
i+ “hay lipices” x x
i ¢ “nohaylipices” x
iii : “hay botones™ x x
i : “nohay botones” x
vt “todossonlipices” x
¥ : “notodosson lipices” x x
Vi : “todos son botones” x

“no todos son botones™ X x

4Qué se deduce del estudio de esta tabla: Se obnervn que las proposiciones i) y
vii) on verdaderas para Iss taretas A y C. La p n i) es verdadera solo p-
@ a tarieta B; qué otra proposicion es umm.. vmhﬂm sélo para la tarjeta B?

Completar:
i s equivalente a vii
il es equivalente a
il es equivalente
.. esequivalenteay




L2 equislencia prcedentesnospemitn et s cuat ol niero de propo-
Ellas son de Ia forms

— “todoxesy”

- “todox esnoy”
“hay X que sony”

— “hay x que nosony”

Ficha 8 Ejercicios.

1.-Sise toma una pieza de 1 que haga verdadera la propiedad:
“x es chica 0 x e n0 cuadrada”
¥ se observa que es “cuadrada”, ;se puede concluir que es también “chica”?

2.-Pablo toma una pieza del conjunto 1 y dice:

“no es negra 0 no es cuadrada”
Pedro, que lo mira, dice:
“es negra”
1Qué puede deducir Enriq Ve esa escena p todo?

3.-Juan toma una pieza y dice:
“es un no cuadrado no negro”
Qué se puede deducir de esa expresion?

4.-3) Considerar Ia disyuncion:
“x es cuadrado o x es rayado”
y formar el “mis grande conjunto” (con elementos de I) que la hagan verdadera.
(Qué se debe quitar de ese corjunto para que queden slo los “no cuadrados”?
1Qué otra propiedad tienen los “no cuadrados” que quedan?
b) Formar el “més grande corjunto” asociado a:
“x es grande o x es 1o blanco”
sea los “no grandes”
iQuése ir para junto?

5.-3) Construir 1a tabla de verdad de “p v ~ p”. ;Qué s observa? ;Son vilidas
las siguientes deducciones?:
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— Si“p” es verdadera, entonces “p v ~

q” es falsa, entonces “p v ~ p” es verdadera.
ded i ituyen el antecedente
i . PO qQué?

ir /a que Iz
') Construie shors n tabla de vrdad de “p & ~ p”, ;qué s Observa?
- Con ayuda de las tablas de verdad de las concetvas ya vistas, complear lasde-

ducciones siguientes:
Z Si% A q esverdadera,entonces " es

i

— Si “p” es verdadera, “q" es verdadera; entonces “p A q” es

— Si“p v q" esverdadera, “p” es falsa; entonces “q” es

— Si“~p A q”esverdadera, entonces “p” e

— Si“p” es verdadera, “~p v q" es verdadera; entonces “q’

— Si*“~p v ~q" esverdadera, “q” es verdadera; entonces “p"es
si q

ntonces
ntonces “q” es falsa.

7.-a) Si se sabe que “p = q” es verdadera, ;se pueden deducir los valores de ver-
dad de “p” y de “q”? (Puede ser de ayuda Ia tabla de verdad).
b) Completar las deducciones siguientes:
“p” es verdadero; entonces “q” s

8.-Se consideran los enunciados siguientes:
“hoy esun lindo dia”

“~s" : “los pijaros no cantan”



1) Sabiendo que:
“q > p”esverdadero
q > §” esverdadero
“s” esfa
iSe puede deducir s paseo 0 1o pased’
Transformar esta deduccion en una i vt s ey compltas.
b) He aqui una historia:
i) Yo no paseo pero hoy es un lindo dia. (atencion: “pero” equivale a “y")
i) Los pijaros cantan si y s6lo si hoy no es un lindo dia.
iii) Yo no paseo.
<) Si ) es falso y las otras dos expresiones son verdaderas, ;qué se puede con-
ir?

9.- Sabiendo que se debe simbolizar con:

“p” : “Juan bebe
“q” : “Juan conduce”

— “si Juan bebe, no conduce”
— “si s falso que Juan bebe, entonces Juan conduce”

— “si Juan conduce, entonces no es cierto que Juan bebe”
— “i es falso que Juan conduce, Juan bebe”

10.- Simbolizando:
op° '-Mnmmnelsmm

L e om0 shor
y sabiendo que las siguientes proposiciones moleculares son verdaderas, {qué se
puede decir de las edades de Marcos, Beatriz y Pablo? (Simbolizas).
~ Si Marcos tiene 16 aflos, Beatriz no tiene 8 afios.
— Pablo no tiene 20 afios 0 Marcos tiene 16 afios.
— SiPablo no tiene 20 afios, Beatriz tiene 8 afios.
— SiPablo no tiene 20 afios, Beatriz no tiene 8 aflos.
11.- He aqui tres proposiciones verdaderas:
i “yocanto”
i paseo entonces estoy contenta”
“si estoy contenta entonces no canto™
(Cuiles de las frases siguientes se pueden deducir de ellas?:
= ;Sistoy ontenta, ntonces pses”
“Yo canto o estoy conte:
~— “Si no estoy contenta enwmt no tengo ganas de pasear”
—~ “Yo no pasco”
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12.- Se encuentran sentados a una mesa redonda un almacenero, un camicero, un
kiosquero y un panadero. Lopez es camnicero y estd sentado a a izquierda de Durén.
Garcia estd ala derech Martinez, q

én, no es panadero. ;Qué oficio tiene Garcia?

13. La ts. Sofia tiene un b n cads una delassguentes univesidadss: Cordoba,
R abogacia, filo-

osario

soffay medlcm:.

Juan 1o esti en Cordoba, David no esté en Rosario. El que esté en Cordoba no

mndu abogacia. El que estd en Rosario estudia filosofia. David no estudia medi-
. {Qué estudia Toms y dénde?

14.-3) Paula letras. h: 1
tes preguntas:
— iLa primer letra esté en la palabra “1uz"?
Si.

~{La primer ltra esté en la palabra “clevo”?
Sic

~ {La primer letra est en “iba”?
No.

Los nifios piensan que la primer letra es “1”. El juego continta. Aqui las respues-
tas a todas las preguntas formuladas:

Palabras propuestas | “ws” | “eleo” | “ba” | “bota” | “visa” | “pias”
primer letra st | st [ oo | mo | no [ no
segunda letra m | o | s 0 si | no
tercer letra no no si si no no
cuarta letra no no no no si no
quinta letra no st no st no [ no

iCuil es la palabra elegida por Paula?
5) U primsfgadoxpiene unt pllendo S bt ol n s papl g
oculta. tablay 1os otros

)uwlnrcs y Tas respuestas que Sy
El primero que encuentra la palabra es el ganador y es quien vuelve a comenzar
el juego.
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15.- He aquf un juego donde cada jugador gana un 1a siguient
regla:

“Si un jugador escribe un natural par, entonces el siguiente debe escribir un
miltiplo de 7.

O ® O @
Quién gan6? ;Quién perdid?
+C” escribid 17, cualquiera sea el natural escrito por “D”, “D"” no puede perder
a ganar?

por qué? ;Qué debe escribir “E” para gans
Imaginar una nueva partida de juego, donde solamente “B” pierda:

4 B c D E

i,

@ O O O O

Un jugador gand escribiendo el niimero S, ;se puede deducir que el jugador pre-
cedente habfa escrito un natural par? ;Y un miltiplo de 72
La regla del juego es ahora:
“Si un jugador escribe un natural par inferior a 20, entonces el jugador siguiente
ebe escribir un miltiplo de 7”.
iPueden ganar los jugadores B, C, D y E?

4 B c D E
e~ —

®@ O O O O
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Completar la siguiente cadena de manera que B, C, D y E pierdan:

4 B c D E

e~ —_ —

o O O O
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Conjuntos

Ficha1 Introduccién.

Material a usar:
fichas recortadas en papel i las formas y

cvo OA QO

1.- Estas seis fichas forman un conjunto que llamaremos M.

”“;D‘D,A,O,A,O%

{J es un elemento del conjunto M; [] pertenece a M. Esto, abreviadamente se
escribe[] € M.

Qué significa & ¢ M?

Completar:
e
O i M
[m] ¢ .
e M
. ¢ M
A - M
2.-Separar un cierto nimero de M.

es parte de M o subconjunto de M.
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Ejemplos:

’A, 0,0 u]
BTN |

{A} esunsmbconuato deM.

3AAC|DO O‘ es un subconjunto de M que

se llama parte completa de M.

esun subconjunto de M.

3. Hasta aqui, el conjunto M es el universo o referencial.
4-Otros jemplos de conjuntos:

Y= 101,23456789]

B = | diasdela semana}

3 = | poligonos regulares

T={aciou

L= § SnLuism,s}
(Qué particulaidad tenen los conjuntos Y, T y L que no tienen By 12

Dt una lsta de los elementos del conjunto, es defiir el cojunto por ex-
tensién.

Enunciar una propiedad que peit escribi todos losclementos del con-
junto y sélo elos.es defnir el conjunto por

5. Las grandes ciudades argentinas mem un conjunto? Antes de responder, me-
ditar sobre 05 Aif %
Conien? ¥ Tand? (Y Geoeral Rt N Parani? 1Y Toeow?

ad jcuindo una ciudad argentina es grande? La respuesta no es termi-
nante pm'que 10 est claramente definido el concepto “ciudad grande”. En ese caso
el conjunto no estd bien definido.

6. Hay alganos conjuntos que s utiizan asiduamente y, por ello, resulta comodo
identificarlos con ura letra. Por ejemplo:
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N=10123,4,..,1516,..,305,
N es el conjunto de los némeros naturales.
A= ts

:|

,b,6,ch,, . 0.1,
Aesel :Mqunh) de l.lsltlrll del lb&»d.lm castellano.
2 = { nimeros enteros }
7 eset bonjumto o

y
7-Se e corjunto defnido por comprensit po uaa ropiedad P que o caacerk
2 en el universo U. Se desigra este corjunto:

§ x/P | que selee: “conjunto delos elementos que poseen I propiedad P”, o,
si se quiere recordar el universo:

{ x,x €U/ P § (“conjunto de los elementos de U que poseen la propiedad P").
Ejemplos:
% XX EN/x> 15 esel conjunto de los nimeros naturales que son mayores
e 15!

{ % x €M/x es cuadrado { es el conjunto de las fichas de M de forma cusdra-
.

8. Ejercicios:
Definir por extension los corjuntos siguientes:
L = { x,x €M/ x es triingulo}
S = § x,x €{meses del afio} x tiene 31 dis§
R =} x,x€A/x figura en a palabra “matemitica” §
E = | colores primarios {
Definir por comprension los conjuntos siguientes:

Ficha2 Complementario. Inclusion. Conjuntos.

L-Sea M ol conjuto defnio en11.1.1. (apiuo 1, ke N1, spactado 1 d
en mis, cada referencia del tipo: 0. ero roms-
20,1 nimero dl capitulo; o, nimero de icha; B, o partdo):

a) definir por comprension el conjunto F de las fichas [] y. D

b) definir por extension el conjunto G de las fichas grandes

) definir por extensién un subconjunto cualquiera de M;
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d) definir por comprension un subcorjunto cualqbiera de

) expresar por extension un mhmrqumo ‘de M que tenga un solo elemento (los
conjuntos de un solo elemento \an unitarios);

1) expresar tres subconjuntos de M

) expresr por comprension 1 ubcorjunto J delreerencil M cuyos elementos
no pertenecen a F.
T es la parte complementaria de F con respecto a M que puede escribirse:

FoF.

2.-Cada uno de los conjuntos del apartado anterior son partes de M, estin incluidos
enM.

Ejemplos:
G CM  (queselee: “el conjunto G estd incluido en el conjunto M).
FCM
CyFCM
jcM

3. 3) Encontrar el wmplmmnnh de: i grandes} enM.
Encontrar l omplementario de { naturalspars} en.
Encontrar el complementario de: { vocales } en
) (Cuil es ol complementario def mmm-.mmmmanog en § naturales
mltiplos de 5 § ?
9 Sean Ay dos gt deU.SiACE, ,,qu!yuedzdeunedeAyli" Aplicar
ese resultado en el caso: U=M, G = { grandes { , A=} tréngulos grandes (

s i €¢C¢
provincias argentinas
'umu.y,rmmf e paises americanos}
{ cifras ardbigas }
)mmmmmmubnp-ml P |
)l.,mh jg e A

)

Observacién: la gramitica ensefia que un articulo es siempre seguido por un sustan-

tivo, que una preposicién introduce a un sustantivo 0 a un pronombre, etc. Se pue-
también hablar de una gramitica de los conjuntos, y una gramética tal tiene re-

glas sin excepciones.

Ejemplo: sea el simbolo C et precedido por qué? s empre sepido por quét

Las mismas preguntas para el simbolo
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5. a) ¢Cudl es el conjunto de letras de la palabra “tela™?

) Ly misu pregints para Ias palabras “mantel”, “mate”, “lata”, “late”, “me-
lenita”, “menta” y “I

©) Entre estos 8 corjuntos hay algunos que tienen los mismos elementos, jcui-
les son?
conjuntos son iguales
d) { letras dela palabra “mate™}  C § letras de'a palsbra
{letras de Ia palabra “lata” i ¢ ; letras de la palabra
Busear 6Centre i

Ficha3 Conjunto de partes.

1.-Sea el subconjunto T de M:
)
st 5 )
tallar

2.En el apartado precedente se ha propuesto un ejercicio. He aqui una forma de in-
Vestigacion para encontrar los subconjuntos de T:
1) en una caja colocar los elementos de T

T. {Cu

A , puede extraerse o no; se decide que SI; se lo retira de la caj

., puede extraerse 0 no; se decide que NO; queda en la caja.
Se obtiene de este modo, fuera de Ia caja, el subcorjunto K de T

K=
b) siel resultado es:

st

D ——s
|

deT.
1 siguiente:
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TAYN

A<
A<A<’

Completar ¢l “drbol” indicando en el extremo de cada rama el subcorjunto ob-

tenido.
ATENCIGN: Ummmmu? , N, oseaa T, parté complon de
. Bs docir TCT (T s parte de T). Ls rama NO-NO condiuce  unaparte o by

1 confunto wacio, H]

69 Esdecir § CT (P espartede T).
3. ede 1 del conjunto:

MYAWNE]

£C6mo se pasa del drbol de partes de T al irbol.de partes de R?

4- (Culntas i 4Y para uno de tres

elementos? ;
107 7Y de cero elementos? ;Y de diez? ;Y de A?
Completar el cuadro siguiente:

Némero de elementos | Némero de subconjuntos




5. Sea un conjunto F y dos subconjuntos G y K de F:

b) Contestar cada una de las siguientes preguntas, justificando cada vez la res-
puesta:

Lafrase “4 $G”, jesverdadera?
La frase ?
Lafrase “ 4;a) €G, jesverdadens?
La frase * )4; -l CG™, jesverdadera?

©) Si se dibuja el drbol de las partes de F jcuintas partes sc obtienen? Dar un
jemplo de una parte de parte de F

junto unitario.

6-Las bm-u de la palabra “péjaro” forman una p.m de A jcudl? La misma pre-
gunta para * “logica”, “tabulador”, “camisa’

Unma pd.lhn e parte de A? (Por qué?

Laletra “t” jes parte de A?

1 t } iesuna parte de A?

7 Cudlesel 'u A enU? Completar
Cy CyA) =
iCoilesel io de U en U? Completar la
CyU =
1 #enU? Completar
Cyp=
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Ficha4 Representaciones grificas: diagramas de Euler-Venn;
irbol; Carroll y Keene.

“Antes de tomar plen-menb! conciencia dc unl :bmnchn, el ni!ln necniu \ln
proceso de rmitird hat
rafdo, de observarlo desde afuera, de salir Y i jugo o del mqum o) Juegos, e
examinar los juegos y reflexionar sobre ellos. Una de estas representaciones puede
ser un conjunto de gréficos, puede ser un sistema cartesiano, puede ser un diagrama
de Venn o cuslquier otra representacion visual o, incluso, uditiva, en el caso de los
nifos que no piensan esencialmente en forma visual” (Zoltan Paul Dienes, “Las seis
‘etapas del aprendizaje en matemtica™).
s medios grificos deben ser utilzados como soportes representativos de sbs-

tracciones ya ogradas Deben sr vishlmente dlarosy o ambiguos, deteinando

la diferencia grifica Por otra pz
su uso inadecuado o mmplem $6lo deriva en una comprension deficiente d: nkr-
tas estructuras conceptus

aremos, desde e Fost do v, lautilizacién de ciertos tipos de diagre-
mas, sus alcances y limitaciones

1 Diagramas de Euler-Venn.

Este tipo de esquema fue utilizado por Leonhard Euler (1707-1783) para repre-
sentar silogismos. John Venn (1834-1923) se basb en 1 idea do Eler para realizar
Ia gr ¥ consu
nombre.

C6mo se representa el corjunto M en un diagrama de Euler-Venn?

OoaAO]°

o A O
LYF’D.D‘

A

L A




Habitualmente se usa un recténgulo para indicar el referencial, y dentro de €l Ii-
neas cerradas (y sin entrecruzamientos) para cada cnmnnm a analzar. Es importan-
te dejar aclarado que no . pe-

rosi quelal cermada y sin en-
trecruzamientc

.

Con etiquetas se indican los nombres de los conjuntos representados. Los ele-
mentos que pertenecen a cada corjunto puede citarse directamente (por palabras o
dibujos) o también marcar puntos o cruces que los representen.

2 Comidern o dguicato confusko do p:lmx y uleocmm cules pueden ser utili-
de siguiente situacion:
» Un conjunto referencial R y dos desus nbmnjumm, Ay B, que tienen algu-
ustificar la eleccié

oIy

)




3. Construir un esquema gréfico para representar cada una de las siguientes situa-

= | personas nacidas en América}
= | personas nacidas en Ia RepGblica Argentina |
= }pmum;dumhcmmazsm.{

a)

némeros racionales.
némeros enteros §

b

} ciudades de América
=} plazas delas ciudades de América |

mEY WO > =“xmo

Para el caso b es Gt el siguiente diagrama:
A

(Cudl de los casos, a) 6 c), puede representarse por un diagrama similar? ;Cusl
no?’ jPor qué?

4.- Diagrama de drbol.

Los diagramas de érbol permiten ubicar los elementos de un referencial seglin
que stos posean o no una propiedad determinada (en el ejemplo siguiente; se tri-

- VAN

i0.0.O.of



El drbol puede contimuarse con el estudio de otras propiedades, definidas siem-
pre en el mismo referencial. Por gjemplo:
= { ficha grande } a partir del drbol anterior

s vidente que a propiedad de e grande (o 1) debe amalzare 10 o pars
os elementos d (T) sino también para

Cada vez que se prolonga un drbol con el estudio de un muevo atributo, it
carse cada una de las ramas terminales.

5-Dado el referencial D = § letras de la palabra “municipalidad” { y las partes
dedl:

G = { vocales }
=} letras de a palabra “maldad” |
upmu« 10s conjuntos en un diagrama de firbol. ,,Qué y-m- de D quedan indiv
R? jPor qué?

6En 1973 hicimos una prueba con nifios de primer grado (6 afios) con respecto a

qué tipo de gréfico, de 10s que habian usado regularmente en clase, preferian para
informacién suministrada en problemas concretos. Hasta ese momento

habian trabsjado con érboles, lineas de Euler-Venn y diagramas de Carroll. En un

alto porcentaje eligieron estos Gltimos (que ya fueron usados en el Capitulo ) y que

‘pasamos a describir en etalle.

Lewis Carroll (seud6nimo de Charles Lutwidge Dodgson, inglés que vivio en la*
segunda mitad del siglo XIX, profesor de matemstica en Ia High School de Oxford)
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es mis conocido por sus obras “Alicia e el pais de las maravllas” y “A través del
espeio” que por su “Tratado elemental de los determinantes” o “Ellibro V' de Eu-
clides tratado de un modo algebraico, en cuanto hace relacion a magnitudes con-
ensutables En s ibro “El uogo o In logea” preseta y anala los disgramas
que ahora conocemos, en su adaptacion elemental, como “diagramas de Carrol
) Pas epresntac unacbuto Y 2 negacion, por supuesto dentro de un refe-
al previamente definido, puede procederse asi
e dlbuja un rectingalo a cual s¢ le incorporan los elementos del referen-
cial (utilizaremos el ya definido conjunto M);

AN OO

O o A

o si se quiere analizar el atributo “grande” en M, se llt_gxn a determinar, gri-
ficamente, dos regiones, las que corresponden a

o

b) A partir de ese di

M; por ejemplo “t

Para representar grificamente la nueva situacion (y sin defar de lado el atributo

“grande” y su negacién ya analizados en a) tendremos que, a partir del diagrama an-

terior, determinar regiones (tanto para as fichas “grandes” como para las “no gran-
des”) donde se ubiquen las fichas “tridngulo” y “no tridngulo”

rama, ¢ pueden seguit trabsjando los otros atributos de
ridngulo’

T T

© 1O
® | 0O

M

a

ol




) En el sector 1 estarén las fichas grandes que son tridngulos.
Enel sctor 2 star s fichas gandes que no son '.mngulox
En el sector 3 estarin las fichas .
En el sector 4 estarén las fichas . .
iDonde esté ubicada la ficha 7 porauer
Donde estd ubicada 1a ficha ()7 ;Por qué?

iDonde estd ubicada Ia ficha []? ;Por qué?

iDonde esti ubicada la ficha ? Por qué?

7 md

3m§m=m naturales <|7( y los subconjuntos de E
H = § mltiplos de 3}

fimpares

representar E, H, i, 1, Ten un diagrama de Carroll.

8-Los disgramas de Carroll tienen la ventaja de poder ampliar el anlisis en sub-
conjuntos de un referencial dado, sin necesidad de agrandar el esquema. Sea por
emplo:

proving

llgcmims% (referencial) y sus partes
provincias con costa atléntica}

{provincias de la patagonia

D = provincias cuyo nombre comience con S }

2) ubicar los elementos de U, A, &, B, B, D y D en el siguiente esquema:

iQueda algin elemento fuera del rectingulo més grande?

iQué elementos estin n la region 47 ;Por qué?

iQué elementos estén en la region 77 “Por qué?

Qué propiedad(es) tienen en comén los elementos de las regiones 4 y 72
i ian a Ias regiones 4 y 7




b) el siguiente diagrama ;es adecuado para ubicar los elementos de los conjun-
tos citados en a)?

9.- Definir un referencial y cuatro de él, que puedan
el siguiente diagrama

Atencién: son, ahora, cuatro atributos y sus negaciones los que hacen falta.

10 Diagramas de Keene

Aqui proponemos otra convencion grfica. Para representar un conjunto, se pue-
de comenzar trazando un segmento e identificéndolo con el mismo nombre del con-
junto, que se coloca en uno de sus extremos. Por ejemplo:
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s=1A,0.04

Comenzamos:

s

Ahora bien, ;c6mo representaremos los elementos de S? De la siguiente manera:
s [

La relacion de pertenencia (elemento-conjunto) se representa por una y sblo una
flecha en cuyo origen estd el elemento y cuya punta esti sobre el segmento.

o——

significa * [ pertencce a "

Todos y cada uno de los elementos del conjunto a representar son origen de una
sola flecha que llega al segmento. Llegan al segmento tantas flechas como elementos
tiene el conjunto

Ejemplo: representar en un diagrama de Keene T = fa,¢,i,0,u



Proponer dos diagramas de Keene que también sean representaciones grificas
deT.

Para la representacion gréfica de un conjunto utilizando un diagrama de Keene

ies importante el orden en que aparecen los elementos? ;Es importante Ja posicion

3 la medide del segmento? (s mportane cunccer I mdtid de os dngulos que
Torman las flechas y el segment

e Eercic
) Dido ¢l siguiente disgrama de Keene, escrbir por extension el conjunto a
cual representa

Eeribi el conjunto H por comprension
) A esta situacion grifica. ;Puede esci
,v el conjunto P?

rse por extension el conjunto E?
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©) Representar mediante diagramas de Keene los siguientes conjuntos:
A ={x/xesletra de la palabra “enano”
s ={x/x es letra de la palabra “manana” {

i) Aquf proponemos una posible solucion. ;Es correcta? ;Por qué?

ii) Y esta propuesta grifica ges correcta? ;Por qué?

e

m
n

o
a

12.- Comparar las palabras “enano” y “mafiana”. {Qué se puede decir después de
compararlas?

Comparar los conjuntos A y S del ejercicio 11<. ;Qué se puede decir de ellos?
;Tienen los mismos elementos? ;Tienen algunos elementos comunes? La represen-
tacion grafica jrepresenta la respuesta correcta? ;Por qué?
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13- Realizar un diagrama de Euler-Venn para representar los conjuntos A y S del
ejercicio 11-c.

14.- Sean los conjuntos:

K ={x/ xesletra de la palabra “paralelogramo”|
L ’x [ x es letra de la palabra “paralela”}

iCuil o cuiles de los siguientes diagramas de Keene es o son correctos para re-
presentarlos?
Para cada caso: SI, ;por qué?
NO, ;por qué?




L
4) Comparar lus palabras “paralelogramo” y “paralela”, qué se puede decit?
Comparar los conjuntos K.y L. ;Qué se puede decir? ; Tienen los mismos cle-

mentos? ; Tienen clementos comunes? ;Qué relacion se puede establecer entre K y

L
Construir un diagrama de Euler-Venn para representar K y L.

15.- Representar por diagramas de Keene los siguientes conjuntos
c=1123}

D= x/ xesletra de la palabra “aula” §

Comparar los conjuntos. ;Qué puede decirse?



165 Tols spnanasite pifs dasesigics Ut Bua ook oot
mplo, para representar conjuntos que tienen muchos ele-
ndudable o que tiene también sus ventajas. Veamos por qué.
Representar graficamente:

M=fin2g 2.4t}

Podemos llamar P = §1, 2,3} y F = $1,2.3,4,5} . Observamos que M esun
conjunto de conjuntos, es decir, M s un conjunto cuyos elementos son conjuntos.

M

E——1

feee g

Podemos resumir asi lz situacion:

) ¢l conjunto M tiene dos elementos, que son el conjunto P y el con,umo F

i) todos los clementos de P son elementos de F; luego P est incluido e

i1 € Py PEM pero 1 M; jesto sy importante! Larelaibn de p!rlen:n»
o ot

Teniendo en cuenta estas tres observaciones, tratar e representar el conjunto de
conjuntos M en un diagrama de Euler-Venn. ;Por qué el siguiente esquema no es vi-
lido?




Si bien el tipo de ejercicio analizado no es frecuente en =l aprendizaje inicial, este
hecho no es motivo suficiente para que el docente desconozea las limitaciones de
esta_convencion gréfica. El problema fundamental reside en una dmm

o clara, lograda para conceptos ditintos como son la
lusion, Consderamos fundamental ura cra distneion g 1as dos relcioncs Todos
los problemas que provoca una mala interpretacion de a diferencia existente entre
jer nivel.

Los disgramas de EulerVenn no explican géfcamente s difeenciaeneper
tenencia e inc ¥ ésto puede ser peligroso. ;Es posible representar el conjunto
de con)nnm:M i dingrains de Cotol Y - un Sisgrans e ebo

De los distintos diagramas trabajados cudl es el mejor? Esta pregunta no puede
ser respondida en términos generales, y la respuesta tiene connotaciones matemiti-
casy pedagbgicas.

Hemos comprobado la inconveniencia de los diagramas de Keene para represen-
tar conjuntos con elevado niimero de elementos, y la claridad con que en ellos se re-
presentan aspectos fundamentales de las relaciones de pertenencia ¢ inclusion. Lo
diagramas de Euler-Venn no son adecuados para estudiar con precision la inclusion,
pero son pricticos para graficar un referencial y subcorjuntos o partes de él, como,
asi también para representar con una linea cerrada conjuntos de nimero elevado de
elementos, sin necesidad de detallar éstos. Los diagramas de drbol son pricticos pa-
a reflexionar sobre el anilisis ordenado de atributos parciales de los elementos de
un referencial o para “construir™ el conjunto de partes de un conjunto. Los diagra-
‘mas de Carroll permiten trabajar muchas variables en espacios reducidos y regulares.

“Creemos itil trabajar con las convenciones gréficas mis adecuadas a cada situa-
cién. No tiene xemidu ‘bloquear al aprendiz con un iinico tipo de representacion gr-
fica. Una distribucion es tan conveniente como cualquier otra, siempre que permita
hablar de lo que 3 ha abstaido, que pormits obserearlo desdeafucray reexionar
sobre ello”.

“Tanto para que puedan maniféstarse las diferencias individuales en la formacion
de los conceptos, como para que los estudiantes vayan adquiriendo el sentido ma-
temitico de una abstraceion, la misma estructura conceptual deberd ser presentada

P

Vale la pena reiterar: los medios grficos deben ser utilizados como soportes re-
presentativos de abstracciones ya logradas.

17 Ejercicios:

a) Representar con diagrama de Keene la siguiente situacion:

}x/xes letra de la palabra “diario™ ,p,a}

(Cuintos elementos tiene el conjunto E?
b) Dado el siguiente diagrama de Keene, escribir el conjunto F por extension



H P

i) hacer la representacion grifica en los cuatro tipos de diagrama;
i) si existe un tercer conjunto C de E : a,%,5
4c6mo se representa a C junto con A y B en cada tipo de diagrama?

Ficha5 oannu entre con]untﬂ interseccion, union,
yd

ncia simé

1. Existe cierto paral a teoria logica de logiea de fun-
ciones) y la teoria B los conjuntos. Dice Dienes en “Lesensémbles et
leur logique” que

que se pueden et conjuntos. Partiendo e un atributo o propiedad, se
define un conjunto, Por jemplo n  eferencil M a popiedad 5" “ser cvade
do” define el subconjunto F de M:

o[

Diremos que F es el subconjunto de M asociado a Ia propiedad “p".
D-d: 1a propiedad “q”: “sr grande?, dofine ¢l subeonjunto G de M asociado’s

2.-Definir el subconjunto de M asociado a la formula “~ p”. ;Qué podemos decir
de este conjunto?

3.-Consideremos ahora una nueva propiedad surgida de la conjuncion de atributos
que como ya vimos en el capitulo anterior se escribe: p Aq; jcudl es su conjunto
asociado?
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Lo mdl::xrmos FNG=§......
“F interseccid
FNG mm. al conjunto de los elementos comunes a F y a G.
En gene

e que se lee

Sean Ay B dos partes de un universo U.
s sl st wfp ol 4.

ANBesel conjunto asociado 2 I propiedad “p Aq”.

4-Continuando con los conjuntos F (asociado a I propiedad “p”) y G (asociado a
1apropiedad ") e feencil M, defini por extension el conjunto asociado 3 la
propdad p i . Al et il Tasamcn “F UG” que se lee “F
o pertenecena Fo
(mzhmm)aG

En general, siendo F y G dos partes de un universo U F asociado a la provie-
dad “p" y G asociado 2 la proprl:d.ld “q", F U G (F unido G) es el conjunto
sociado 2 1a propiedad “p v

En los msmos conjuntos M, F G, analicemos I propiedad “p ' jQué le-
m propicdad “pw

El wmumoamadnx mma pwq" esFAG que selee F della Gy
corresponde a la operacion conjuntista diferencia simétrica. Completar la definicion
de la operacion .

e

6.- Fl conjunto asociado a la propiedad “p v ~ q” s F\ G que se lee “F diferencia
Gy 6n conjuntisa diferencia ordinara

Licfinir, con sus propias palabras, F \ G.

p| afpaa| pva|Pwa |pa~q ~pf

Lengusjedelos | F | G[FNG[ FUG[FAG [F\G| F
conjuntos




8.-Completar el cuadro adjunto, utilizando p; g; ~: A3 V; W;

Conjunto Propiedad asociada

~p.....~q

9.Sea D = |digitos) y las propiedades:

2 ser digito impar
s: ser digito menor que 3
t: ser diito comprendido entre 4y 8
, N y P son subconjuntos de D asociados a las propiedades 1, s y t respectiva-
‘mente. Definirlos por extension. Completar el siguiente cuadro con los conjuntos a-

sociados:

Propiedad Conjunto asociado | Definido por extensién

Ias
swt
~sat
~(tan

~t~r
A~V (~sA D)

10, pari de propieddes légensy 3 sacinién o conjunts e egado
definir las operaciones conjuntistas de interseccion ( M ), unién rencia si
métrica (A)y diferencia ordinaria (
s convelene elar vrisdos e‘emcmx con esas operaciones para fjarlos con-
h amos

ceptos bisicos. En il P
Ttiones,con ¢ manefo de difrente Fepresntacionss pitias.

Ficha6 Ejercicios.

1.8 = §3;03:7;8; /A 32;x} Sean dos subconjuntos de E:
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c=}3;0:2¢
e

1) Dibujar en un diagrama de drbol E y las partes C y D.

'b) Una rama del drbol estd vacia, ;cusl? gPor qué?

£) Completar € N D;CUD;C\ D;CAD.
2.-Observar los siguientes diagramas de Carroll representando cada uno de ellos un
conjunto K y dos subconjuntos F y G. En cada diagrama pintar las casillas corres-
pondientes al subconjunto indicado al pie del diagrama. Escribir luego las igualda-

iagramas. ;Qué observaciones se pue-

des entre conjuntos que s observan en estos
denhacer?
F F ®

FUG FnG FuG
3.-2) El siguiente diagrama de Keene representa la interseccion de dos conjuntos
FyG:

b
b a
b —n
f——k
m
f—t
h
F G



Escribir por extension los conjuntos F, G y F 1
b) El siguiente diagrama representa R U'S. Detne por extension los conjuntos

R,SyRU

4.-Dos amigos, Emilio y Cipriano, estén de vacaciones. Emilio quiere visitar Salta,
Tucumis, Cordoba y M dl Psta. Cipriano quire viitar Barloche, Mendoza, T
cumén, Catamarca y Cérdob:

2 Excrivie o conjunto G de las cudades que quieren visiar.

C6mo se llama este conjunto? ;A qué operacion corresponde?

b) & los dos les gustar visjr juntos, pero se dan cuenta que no tendrén tiempo
de visitar todas las ciudades. Deciden visitar juntos las ciudades que les intere-
san a ambos y separarse luego. ;Qué operacion representa el conjunto de ciu-
dades que van a visitar juntos? Definirlo por extension.

€) {Cudl es el conjunto de ciudades que van a visitar separados?

Escribirlo por extension. ;A qué operacion corresponde’

) Representar estos conjuntos en un diagrama de Venn.

-~ Tomemos como universo una orquesta E. Consideremos s partes siguientes de

A, el conjunto de los hombres;

B, el conjunto de las personas casadas;

€l conjunto e a pesones que efeutan un intrurments s
or comprension s pates sguentes de
NB;BNC;ANGAU

UG ANB;BNC;AUBUC.

Dibujar un diagrama de Carroll y encontrar las zonas correspondientes a los si-
guientes conjuntos:
~ Los hombres solteros que ejecutan un instrumento a cuerdas.
— Las mujeres casadas que ejecutan un instrumento a cuerdas.
~ Los solteros que ejecutan el violin.
~ Las mujeres no casadas y que ejecutan el violin.
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6.-U es el conjunto de personas mayores de edad.
F es el conjunto de los elementos de U que son fumadores.
Ces el conjunto de los elementos de U que estdn casados.
z) Repusenur Uy lossubconjuntos Fy C enun diagrama de Vean.
bujar para:

Fnc FUC CUF,CNF.

7-Sea ¢l conjunto F que 20,y
A de los naturales mayores que 12.
B de los naturales miltiplos de 3.
C de los naturales impares.
Escribir por extension

{Cudl e e atributo de cada uno de los siguientes conjuntos:
ANCBAGANGAU
B;SnE:’b,l.E,p,l\,u,m’
Buscar los dos subconjuntos A y D de E sabiendo que:
1€ A;p € D; D tiene dos elementos; ;« fcpibea;
tos.

tiene dos elemen-

Dibujar un diagrama que represente E y las partes A y D.
Explicar cémo se leg6 a la solucién delejrcicio.

Ficha7 Matemitica y lenguaje.

Matemitica y lenguaje.

En ol dearall de ouste o hemos rnsrpto secicosaxton de dife-
et texos. En el ee libroes, en gran medida, una recopilcion de ideas de
e e
para flmlml educadores.

Un concepto fundamental en e que insisten muchos autores (Dienes, Glaymann,
Mix, Duvert, Héraud, Teller, Jarente, Gauthier, etc.) es el de la real conexi6n exis-
tente entre Ia légica y la teoria de conjuntos. Precisamente ése es el criterio que pri-
va en muchos educadores al planificar la curricula de I escuela elemental, sugirien-
do la introduccion del nifo en esas ramas del saber matemitico pero atendiendo,
por supuesto, al desarrollo psicogenético de los alumnos de cada ciclo escolar y con
unsaetodolog seode s e desral.

Aqui presentamos ejercicios que creemos apropiados para ejemplificar y sinteti-
z o Ias vinculaciones bsicas de  logica (y en este caso particular los cuanti-
Fcldom) con parte de la teoria de conjuntossino también e uso corriente del len-
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1.-Sea un conjunto E e,f,g,h, 1£H
Escribir por extension Innuhcon;nntcs JH,P,S.

gy oy

s

~ ¢,d,e,f, g, son [los] elementos de M (todos los :lem:nln: de M);
- Ces[l] clemento de P (es el mico elemento de
S [Em]clemento de H (uno d 1o cleméntos de 1);
~aybson - (Giic3] elementos de H (algunos elementos de H);
~ Pliene [ indica aqui el de el deP).

2.-Sea un conjunto T 9, {
4) ;Cudl de las dos frases siguientes es verdadera?:
= Tesel conjunto de las cifras aribigas;
- T =s \||| conjunto de clfm ardbigas.
v Bus i fementos e

Wi vl que se escriba con los elementos de T.
Buscar los naturales de tres ciffas distintas que se cscriban con los elementos
le T.
c) i (1 9{ s un subconjunto de T? ;Es el subconjunto de T?

}4 esuna parte complementaria de enT?

) Gompletar s sipintes rases con “unos”, “n”, Tos”, “lementot” o
~ El natural 19 se escribe con . del conjunto T.

- Bl natural 64 s b con - del conjunto T.

— Los naturales 44; 19; 199 se escrit del conjunto T.

— El natural 1949 se escribe con .. del conjunto T.

“onsiderar nuevamente el conjunto E del apartado 1 y sus subcorjuntos M, H, P




4) P esun subcorjunto de M: P C M

Todo elemento de P es elemento de M (1o que significa que cada elemento de
P es clemento de M o bien cuslquier clemento de P es elemento de M). De las si-
ientes e gl so vedaders?

Todo elemento de P es elemento de H.
~ Ningin elemento de P es elemento de H (P'y H son digiuntos).
~ Ningin elemento de H es elemento de M.
b) La interseccion de los conjuntos H y M no es vacia:
HOM#Q

son (loq i hay unos
clementos de H que son elementos de M y unos elementos de H que no son elemen-
tos de M).
De las siguientes frases jcudles son verdaderas?:
= Losconjuntos My H on diguntos.
- ln in elemento de M es elemento de H.
Igunos e!ememmd H son elementos de M.
9 L- O conjuntosH y S es vacia:
S=

ngm elemento de H es elemento de S,
De las siguientes frases gcudles son verdaderas?:

~ HyS no tienen ningtn elemento en comén.

~ Hy S son disjuntos.

~ Ningin elemento de § es elemento de H.

4.-En la casilla de la izquierda del cuadro de pigina siguiente se ha dibujado l dia-
grama de Venn de unconjunto G y de los subcorjuntas L y J. Completaras demis
casillas sabiendo que todas . 5 dadenss
5.-E representa el canjunto de los alumnos de una clase mixta.

V representa el subconjunto de los varones.

A tptesent l subconunto de ahmnos o cse que usn anecjos; A no s

lbre empieza conla letra L.

.) et siguientes aclaraciones:
Ningin varon usa anteojos.
El sombre d lgus varones empiezacon .

conL.

LCGmo iR ek ot
b) Representar los conjuntos E, A, V y L mediante un m.gmm. teniendo en
cuenta las aclaraciones hechas en's).

anteojos.
Z I o L o wa tesis.
— Juan usa anteojos
— Laura usa anteojos.
6



=

" [ mento'de 3.

it g PR

iy il mmios s cenento do L e

Lanom .
sy ... un clemento de L que
no es elemento de J.

. elemento de L es elemento

Hay A1 menosun o d.
que no es elemento de .

@@@@

Todc elemento de L..
+.eselemento de L.

6.-Observando el diagrama adjunto definir
os siguientes subconjuntos de F:

Res el conjunto de las figuras redondas.
C es el conjunto de las figutas cuadra-
das.

T es el conjunto de las figuras triangula-
es.
Des el conjunto de las figuras rayadas.

Ges el conjunto de las figuras negras

7

3

"
b @

°
g




inclusi i R,C,T,D,GyF?
De las frases siguientes gcudles son verdaderas?:

~ Toda figura negra es redon
~ Toda figura redonda es negra.

— Ninguna figura cuadrada es redonda.
— Ninguna figura cuadrada es negra.

~ Toda figura triangular es ra

~ Ninguna figura rayada es cuadrada.

7.-En un club se practica fiitbol, bisquet y tenis. Llamaremos F al conjunto de fut-
bolistas Bl conjunto de basquetboltasy Tl conjuno de osque juegn tenis

4) Utilizando 9; N +# ; traducir a lenguaje matemitico las siguientes
frases del siguiente ot
Frases en castellano Traduceion matemitica

Todo futbolista practica tenis.

Ningin basquetbolista es futbolista.

Algunos basquetbolistas practican tenis.

Hay al menos un basquetbolista que juega al
fiitbol.

Todo basquetbolista practica tenis.

Hay al menos una persona que practica tenis
basquet.

b)Cesel mnjunm dﬁ ‘todos los miembros del club.

Dibujar e dagrama de Ve de Cysus subcnjuntos B, Ty F,sbiendo que s
tros printras rae s verdadorss.

,,La cuarta frase es verdadera?

La misma pregunta para la quinta y sexta frases.

©) Dibujar e diagrama de Venn, admitiendo aora que las tres iltimas frases son
verdaderas. ;Se puede decir si la primera frase s verdadera o falsa? ;La segunda
frase es verdadera? La misma pregunta para la tercera frase.

8.-Un estacionamiento tiene capacidad para 260 vehiculos. Esa cantidad incluye es-
miommienm cubienos ¥ otros al aire libre. La contratacién puede hacerse men-
s

Sedzsuub el movs fendo I
%9 & oot wamale s ikt




~ Las cocheras cubiertas o mensuales son 103.

~ Las cocheras no cubiertas son
~ 8) (Cufntas cocheras cubiertas no son mensuales?
— b) {Cuintas cocheras no cubiertas son mensuales?

— ¢) {Cuntas cocheras no mensuales estén al aire libre?

9.-U es una parte del abecedario:

u l.hcdzg‘hIJP»D.,(

A, B,C sor de U definidos en el sig dro. Completar:
Nombre del | Conjuntoescrito | Propiedad asociadaal | Simbolizacibn de
conjunto | porextensién | conjunto Ia propiedad

A Jasesiso] ser voeal T
B ter g mu delapa-
labra P
c ser una letra de la pa- q
labra “bodega”
~r
Tap
~avp
BAA
ser una consonante de
la palabra “roja”

Ficha8 Producto cartesiano.

‘pares, porque son conjuntos de dos el




) Emesto fue al cine y eligi6 1a ubicacidn (5; 9).

Teresa fue al cine y eligid la ubicacion (9;5).

iLes corresponde la misma ubicacion?

Hay situaciones en las cuales el orden en que se expresan los datos s fundamen-
tal. En el ejemplo precedente hemos empleado los pares ordenados (5; 9) y (9;5),
‘que no son iguales.

RECORDEMOS:

{5394 = $9:5} conjuntos pares (encerrados entre llaves).

39) # (9;.5) pares ordenados (encerrados entre parémem)
En (5;9), 5 es la pa 1 d
nente del par ordenado.
9

(por convencion) I primera componente identifca I columna y a segunda a E
Asi, el cuadrito rayado es (2;3).

3

4

Pintar los cuadraditos (1;4); 4;2); (3;3).
‘Todos los cuadrados identificados por un par ordenado de téminos igules gen
qué sector del casillero se ubican?

spvi=i[:0: W4
Formar todos los pares ordenados (a; b) tales que:
a€ G (arepresenta al primer elemento del par)

bE H (b representa al segundo elemento del par)

EI::enjunlodelndmluspxmnfdmdu:(l 1) tle que 4 € Gy bE Hes
de G por H, que se expresa:
Gxn:,(. b) /a€ G,be H‘E

¢) Los organizadores de un torneo de fi
pantes jueguen entre si. Si el conjunto de equipos es A = § Boca Juniors, River Pla-

73



te Tallts de Cordobs, Deportvn Roca {. ¢l producto cartesiano A X A gles dala
némina de partidos a jugar? gPor qué?
1) Las fchas de un jugo comin 8 domnind con sectore de 0 6 punto, son fchas
formadas por dos sectores de elementos del conjunto D:

o= O EEE !

El conjunto de fichas del domin6 zes el producto cartesiano de D X D? ;Por
ué?




Relaciones

En “Travaux practiques de mathématique. Série II” Duvert, Gauthier y Glay-
mann dicen: “Si el studio de los conjuntos e limitara a describir conjuntos aislados
unos de otros, sin relacion entre ellos, ese estudio serfa una anatomia sin gran inte-
1és. Las relaciones introducen una especie de fisiologia”.

Ficha 1 Elementos de una relacion. Relacion inversa.

1.-Un empresario e espectdculos organizo la actividad do sus artistas en el interior
del pais de la siguiente manera:

~ Los Chalchaleros actuarén en Cosqun.

~ Atahuzlpa Yupanqui actuard en Cn!q\un ¥ Mar del Plata.

~ Los de Cordoba actuardn en Cosqu

Z aymé Pen actuar en Cosquin y Rio Gallegos.

~ Jaime Torres actuaré en Mar el Plata, Cosquin y Formosa.

— Julia Elena Dévalos no actuari en el periodo programado.

Hemos relacionado un conjunto de artistas F con un conjunto de ciudades ar-
gentinas T, mediante la expresién “actuard en’

2.-De los grficos que podrian utiizarse para resumir la informacién anterior se
pucde clegir el siguiente, que se llama esquema sagital.

Los Chalchaleros
Atahualpa Yupanqui
Los de Cérdoba

Rio Gallegos
Mar del Plata

aime Torres
Julia Elena Divalos

1 ejemplo del apartado 1, graficado en ¢l apartado 2, es1a relacion R, “actuari
en”, que tiene como conjunto de partida a F, como conjunto de llegada a
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4.Otra forma de representar grificamente una relacion es ¢l esquema cartesiano.
Por convencién se ubican los elementos del conjunto de partida en el eje horizontal
y los del conjunto de llegada en el eje vertical,

Formosa
Cosquin
Rio Gallegos.
M. del Plata
Bariloche
3
§ A i
5 4 =
B z

 Jaime Torres

i
5

Los puntos destacados de Ia interseccion de una linea horizontal con una verti-
cal, representan los pares ordenados de Ia relacidn. Por cjemplo, hay un punto que
indica Ja oraci6n “Los Chalchaleros actuardn en Cosquin’”.

Completar cl esquema cartesiano precedente, marcando los puntos que restan en
la representacion de la relacion.

5.-La oracién “Los Chalchaleros actuarén en Cosquin” puede indicarse también de
la siguiente manera:

Los Chalchaleros R Cosquin.
donde R simboliza “actuarén en’”". Los Chalchaleros (elemento del conjunto e par-
tida) es antecedente de Cosquin por R. Cosquin es imagen de Los Chalchaleros por
R

" iCules son los antecedentes de Cosquin?
iCuiles son las imigenes de Los Chalchaleros?

7Y Jas de Jaime Torres?

A antecedente? ;Tod
un antecedente?

A qué conjunto pertencce una imagen? ;Todo elemento de este conjunto es
‘una imagen?

En resumen:

a R b es una oracion en la cual:
el verbo estd en R

el sujeto a es antecedente de b

el complemento b es imagen dea
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6.-DadoP =} hm:, limpirs, l.ibm. mgl
) representar, cn un esquema cartesiano,
e oo ato ok o o o e ipl el F e
enP:

F: vt ntes en o rten o que”;
©) (cudntas imégenes tiene “limpara”
L limpara” e imagen de qué anectdentes?
7Hay pares ordenados con elementos iguales? ;Por qué?
d) Hacer el esquema sagital de F en P (atencion: partida y llegada es ¢l mismo
conjunto).
4Es imprescindible usar dos diagramas de Venn?
©) {Es verdadero o falso: F CP X P? Justificar a respuesta.

7oSeala elacitn G d S acia T

s el participio
,..p..au, frito, hecho, pim.du(
temer, pintar, hacer,freir, cchar !

s

#) Defnir por extenitn o conjuato do pares ordenados que setficn rela-

b) LHiy elementos de S que tienen mds de una imagen”
Hay clementos de T que tienen més de un antecedente
) bxpxem a relacién G’ de T hacia S definida por el mgul:nlc conjunto de pa-

wl
)

{ (pmm, pintado); (hacer; hecho); (freir; frito);. .

G’ es la relacion inversa de G.

8.- Tomando como partida el conjunto F de las mujeres, como llegada el conjunto H
de los hombres; buscar una relacion (de parentezco) de F hacia H de tal manera que
lndn =1=m=n|n de H tenga un solo antecedente.

s mismnos conjuntos buscar otra relacion, siempre e F hacia H, tal que to-
it tenga una sola imagen.

9.- Dada una relacién R por su esquema cartesiano:

v
u

ki



Buscar el esquema sagital. ;Cudles son los antecendentes de w? ;Cuiles son las
imigenes de 5? Traducir las respuestas por frases simblicas utilizando la letra R.

10. Inventar otros ejercicios andlogos.
Para definir una relacién se debe precisar:

— lallegada
— un esquema (sagital o cartesiano) o el conjunto de pares ordenados.

Ficha2 Elemento bucleado: pares: inerte, boomerang y uni-
lateral.

1.-Sea la relacion Ren T = a, b, ¢ definida por el siguiente esquema cartesiano:

o
b
a

b c
El par (3; a) e representa en un esquema sagital de la siguiente manera:
Qa

Se dice s un elemento buclead
Los pares (a; b) y (b;a) se represent

i
-

Este es un par bo
El par (2; ) se representa:

2 —c
Atencién: en el ejemplo de este apartado, ¢ R a es falso; el par (a;c) es unilate-

ic R b es verdadero? Cuando dos elementos de T no estdn relacionados tenemos
un par inerte.
2. Teniendo en cuenta Ty la relacion R del spartado st

a) Encontrar todos los elementos bucleados de T

) Hay ofros pares boomerang en T po a relacton % 4 unilaterales?

¢) Cudntos pares inertes hay en T por Ia relacién R?
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3. Resumiendo:

‘Para una relacién en un mismo conjunto:
elemento bucleado: /2

par inerte:

par boomerang: ..

peruniateral: ..

4.-De la relacion vista en TIL1
boomerang, inertes y unilaterales.

dentificar los elementos bucleados, los pares

S-7ars cada una de I sgetes relacions, decc f nen clementon buclenic,
‘pares boomerangs y pares unilaterales:

2) “tiene un divisor comin con” en E =4 x, x €N/ 12 <x <21
b) “estd incluido en” en el conjunto de partes del conjunto J = {m; n;p( .
) “tiene la misma forma que” en M.

d) “es paralelaa” en }mm del espacio] .

€) “es perpendicular a” en ?nclas del punog .

6.-Sea E el conjunto de mufiecas vestidas como muestran los dibujos siguientes:

EREALR
BEBBBE

Exlndwma; en E la relacion H “el color de la blusa de x coincide con el color de
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Dibujar ¢l esquema sagital completo. ;Cuiles son los elementos bucleados?
iCudles son los pares boomerangs? Dar ejemplos de pares inertes y de pares unilate-
rales.

7.-5) Un equipo de alumnos del Profesorado de Ensefianza Primaria de la Facultad
de Ciencias de Ia Educacion de la Universidad Nacional del Comahue, hizo el si
gaiente esquema en 1978, utilizando otro conjunto de mufiecas y la misma rela-

.—_‘\\_,o\'
s Py &

C6 i esos alumnos?
b) Siguiendo con el juego, otro equipo presentd el siguiente esquema sagital, pe-
0. provocd la burla de sus compatieros ;por qué?




©) Un tercer equipo abandond el trabajo (esperamos que el lector no haga lo
mismo) y dejo su esquema asi:

)

Completarlo sin suprimir flechas y justificando las que se incorporen.

Ficha3 Propiedad i enun mis nj

En la ficha anterior analizamos las posibilidades de relacion de elementos de un
mismo conjunto, para un elemento (bucleado o no bucleado) y para dos elementos
(pax inerte, par boomerang y par unilateral).

1.- Estudiemos ahora qué casos pueden encontrarse al analizar una relacion de ele-
i i ‘cuanto a los elementos buclead

dados los esquemas sagitles siguients

4 2 3




clasificarlos teniendo en cuenta los elementos bucleados.

Hay muchas clasificaciones posibles. Realizar algunas de ellas. (No olvidar que la
‘matemitica es una ciencia, y por 1o tanto presenta innumerables posibilidades de
plantearse hipGtesis y luego tratar de verificarlas; que en esas demostraciones juega
va ol Empociante T légica; que en logica estudiamos en 1.7.4. los cuantificado-
res.

“los seis esquems todos Ios elementos son bucleados? ;No existen buclea-
wh sy sguoos bucleados?

Una relacion P en T s reflexiva s para P todos los clementos son huc\ndﬂ

Una relacion P en T es antirreflexiva si para P ningtn elemento de T es bu-
cleado.

Teniendo en cuenta las propiedades reflexiva y antirreflexiva, completar:
ajes

(24 e reflexiva? ;Es antirreflexiva? ;Y a5? 7Y 367

En las relaciones a4, a5 ¥ 3 alganos elementos son bucleados, otros no 1o son.

Esas relaciones no son reflexivas ni antirreflexivas.

tos

conjunto:

alicemos ahora qué casos pueden presentarse al estudiar los pares de elemen-
- (boomersngs, unterle, nerie) 4 una relacion de clementos en un mismo

dados los esquemas sagitales siguientes, clasificarlos teniendo en cuenta los

pares de elementos.
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bs b

Todos los pares son boomerangs? ;Ningin par es boomerang? ; Todos los pares
son unilaterales? ; Ningan par es uniliteral?
Una relacion en un conjunto ¢s una relacidn siméirica, sty sG10 § €2 70 com-
prende ningin par unilate

Uas et oo st caco s relacion antisimétrica, sty solo si ela no
comprende ningin par boome

De s elaciones estudiadas en st apartado, cudlsson siméticas? jCudles son
antisimétricas? ;C6mo son Ias relaciones by y

Bl mz 1. vimos las posbiidades de relacitn de uno y dos elementos en
un mismo
sy d; elementos, por ejemplo:

Analicemos en N la relacion M “es menor que” y consideremos un nimero, por
ejemplo 15. ;Cusles son sus antecedentes? ;Y sus imdgenes? Si a es un antecedente

de 15y c una imagen de 15 jqué se puede decir de a y c? Dibujar las flechas corres-
pondientes:

.



aM 15 jes verdaders?

15 M ¢ jes verdadera!

4Qué se deduce de ello? Diremos que M es transitiva
En general:

Una relacién R en un mismo conjunto es fransitiva si para toda terna de ele-
mentos a, b, ¢ de ese conjunto, sia R b es verdadera y b R c es verdadera, en-
tonces a R c es verdadera.

iCuiles de las relaciones de la ficha 2, apartado S son transitivas?
4-Efercicios

) Salaseuitn ' ‘milliplo de”, en el conjunto N de nimeros naturales:
odas las imagenes de 12;
- 31 Nombrar por de cllos;
~ hay ementos buleados
— iEs reflexiva? ;Es antirreflexiva?
— 8 A4 jes verdadero?
— 4 A8 jes verdadero?
— {Es simétrica? ;Por qué?
— {Es transitiva?

Nota: Precisar el concepto demiltiplo.
— {Cuil es la relacion A", inversa de A?
) Sel elacin B “et mis o de Raario que” en el conjunto de poblacio-
nes argentina
2 parnd B Caada de Gomes s verdaders?
— Dar tres imégenes de Corrientes por B.
;Existen elementos bucleados?
- La i B Coxdoba, ;Cordoba B Ls Rica?
— {Hay pares inertes por
— {Todos los pares son e
- U0ud propictads teoe B
- inversa?
c]SuIalehqan‘ i 16n con” definida en el conjunto d
partes deJ = {m np ‘

'

~ hacer un esquema sagital o cartesiano.
~ {Qué propiedades tiene C?
— Definir C* inversa de C ;qué se observa?

5.-Resumamos el estudio hecho para algunas relaciones en este capitulo 111, acla-
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rando para cada una si s reflexiva (R), antirreflexiva (AR), simtrica (S), antisimé-
trica (AS), y/o transitva (T):

UNIVERSO RELACION R |AR|s|As|T

{xe N12<x<21ff “tiene un divisor comiin
Wy

2 plrl:x deJ “estd incluido en”
={mmp}
3 M “tiene la misma forma que”!
4 ) rectas del wiog “os paralela a”
s ;-eau del plano | “es perpendicular a”
“el color de I blusa de x

6 E = Jconjunto de 1 col
¢ coincide con el color de la

vestidos ( pollera de
7 }muu, 3 “estd ...m en el orden alfe-
bético
8 N “es milltplo de”

9 ipobhdmxugﬂm‘nu( “estd mis lejos de Rosario
Qe

10 partes de J “no tiene elementos en
3= fminip} comin con”

4) {Qué relaciones son a Ia vez reflexivas, simétricas y transitvas?
b) gCuiles son a la vez reflexivas, antisimétrices y transiivas?
) ovatas, mpletndo esquemss aitals elsciones e sean s  vex:

— simétricas, reflexivas y no transitivas.



Ficha4 Relaciones de equivalencia y de orden. Particion.

En las
del relaciones entre m,u.m ¥ en un mismo conjnto, specnl.mmz: as que
Ya -w_mhmnm»nnm omo 1 que 0 nos uds e popéei de
presentar un texto matemitico (los hay muy buenos y meacionamos a menndo fas
referencias orientadoras para el lector).

Después de esta observacion reiterativa de nuestro objetivo, votvemos a Las pro-
pisiads da b eacines, pun tnta contenido Pundsmenals de s curiul de
ez s
1 1 definid: ol

v v v
c-’)\)ri‘ c(_) "O QB & b c
D
HIE
[\ Q\‘O

@), @b), we)
¢ :0), (030, @3, |
c (;0),(c; d). (63 ),
b [COH b
a c e a b cd e




Completar e signiente cuadro de las relaciones anteriores, contestando “si” o
“no”:

AlBlCciD|E|F

iLa relacidm es reflexiva?
(La relacidn s simétrica?

(L2 relacion e amtisimétrica?

iLa rekacidn & tramsitiva?

L relaciom s a | vez simétrica, reflexiva Y
tramsitiva?

iLa relacion €5 a la vez reflexiva, antisimétri-
ca y tramsitiva?

Una refacibn en un mismo conjumto, que sea a la vez reflexiva, simétrica y
transitiva, se lama relociie de equivalencia.

Una i is it seaa iva, antisimétrica y
tramsitiva, se lara redacide de orden.
2.-Entre  jcudl i equil
mnmmmaem
Del 3.5. jousles son relaci ivalencia? ;Cui-
les son relaciones de arden?
” T que”. lacién de equiva-
lencia? mwum esquema sagital.
1Qué elementos de M estén en relacion T con |:|v
D iralencia que []
Tomar lquiera de M, por ejemplo/\ deMson

sus equivalentes por T? hmmgmupmo,O,A
EnM por T hay dos clases de equivalencia:

X, X €M [ x es pequefio

1,y €My esgrande]
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Resolver:
SUG

sNG

Una relacion de equivalencia determina una particion en un conjunto.

Un conjunto de partes no vacias de un universo U es una particion de U si:
a) esas partes son dos a dos disjuntas;
b) Ia unicn de ellas es igual a U.

4. Ejercicios:

3) Las relacionessiguintes son el de equi

las o
—enel cm\,u..m e arentines:
- ha nacido el mismo afo que
—en n ¢l conjunto de argentinos:
. habita la misma ciudad que ..
- N
... tiene la misma cifra de unidades que . .
- enel i sonjunto e ciudads agentinas:
estd situada en la misma ruta que .
b) En el conjunto de los nombres { Beto, Claudio, Andrés, Diego, Daniel, Bes-
triz, Alftedo, Delia, Antonio{ 1a relacin *... tiene la misma incial que. .
es una relacin de equivalencid, ;por qué?
Representar el conjunto por un reeﬁnguln y dibujar la particién.
iCuiles son las clases de equivalen
<) Sea el esquema sagital siguiente. Mo\ﬂﬁuxln (por dos agregados y una supre-
sion) de manera que s obtenga el esquema sagital de una relacion de orden.




d) El esquema sagital siguiente presenta la relacion R en V.

o ©
0 d

4Es reflexiva? ;Es transitiva? ;Es.antisimétrica? ;Por qué?
Atencion: Ia relacion en V ;presenta pares boomera

la relacion en V' presenta pares unilaterales?
Dos tltimas preguntas con respecto a esta curiosa relacion en V: jes una rela-
ci6n de equivalencia? ;Es una relacion de orden?

.2) AL stodiar s posibls eacones entr s catas de un mazo e birsas cspa-
flols gse encunra algn relacion d cquivalencia? ;Cudl? ;Qué clases d ¢-
quivalencia determina Ia particion obtenida?
b) Saque de su billetera los billetes que posea (esperams queeste cercclono o
resuelva a fin de mes).
una particién del conjunto de sus billetes? Qne clases d qmv:lmcu obtu-
v0? Verifique con los billetes en la mano si se cumplen las propiedades de una
relacion de equivalencia.

Estos tltimos ejemplos los citamos para mostrar muy fugazmente, que los con-
ceptos matemticos estdn mds inmersos en Ia vida diaria de lo que habitualmente
creemos. Adems, un objetivo que figura en gran porcentaje de planificaciones esco-
lares (“matematizar situaciones de la vida diaria”) no es tan diffcil de instrumentar
en la organizacion de actividades para el aula.
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Funciones

Ficha 1 Relacién funcional.

1 Aqui itales de relacion -
‘mente la relaci6én que cada uno de ellos representa, sin mbargo exsto s p\m‘bﬂldld
de clasificarlos ;Qué criterios se pueden util




0 P
M N A B

2. Observar la siguiente clasificacion y escribir en 1os recuadros en blancola propie-
dad que permiti6 realizarla:

A

\ A

3

B
P

OO
e
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3.- A continuacion clasificar los siguientes esquemas sagitales:

A B c

IU

.
=
l‘l:l:




En que @l
Ten flechas”.

4 Haremos un pequefio intermedio para detenemos en un concepto matemsitico
‘muy usado y a menudo poco comprendido.

2) Si Juan afirma que llevard a cenar a su casa a por [0 menos tres amigos y alo
sumo cinco:

Anaiar ol de s sigienes sitscions responden s condiciones impuestas
y cudl westa, decir cul es y por qué.

— Juan concurre ala cena con dos amigos.

— Juan concurre a la cena con siete amigos.

~ Juan concurre a la cena con cuatro amigos.

— Joan concurre a a cena con tres amigos.

~ Juan concurre a la cena solo.

b) Pedro afirma que tiene 22 afios.

— i tiene 22 afios gtiene por lo menos 15 afios?

— Afirmar: “tengo 22 afios” ;significa “tengoa lo sumo 22 afios™?

) José dice “en mi mano derecha tengo un dedo”.

— Si tiene cinco dedos s incorrecta su afirmacién?

0 L dic I macsics s Jouquin “micstue un dedo & o guierd”.
El nifio le muestra

€) “Por lo menos” significa existencia, s condicién de minimo o de méximo?

£) “Alo sumo” jes condicién de minimo o de méximo?

5.-Teniendo en cuenta lo anterior, tratar de responder estas dos preguntas para cada
uno de los grficos siguientes:

a): de todos los elementos de R ;sale por lo menos una flecha?

b): de todos los elementos de R ;sale 3 o sumo una flecha?
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a)

b)

)
b)

e
de flechas en
lid:

AC
6.

B

) {



De todo elemento de A sale . .
Podriamos deir: e todo demenio & A sl un umy sblu una

7.-Volviendo al apartado 3 de esta ficha ;para cues de los grificos se cumple la
propiedad enunciada en 67
Dichos gréficos representan funciones.

Ut el de A haci B tal e tdo element de A tengs vaay s
imagen, es llamada relacion funcional o funci

8.-Sea una relaci6n funcional f de S hacia B y consideremos en ella un elemento s
de S con imagen inica. La imagen de a por f se escribe:

()
Esta forma de esc (bir se llama notacién funcional. En efecto, ella no sirve para
una relaci6n no funcional, porque el simbolo “f (2)" podria designar a muchos ele-
mentos de la liegada. Para expresar que “b es la imagen e a por Ia funcion I, se
escribe:

b=f@) otambién f:a>b

9. Ejercicios:
3 Dados un conjuno E e pemons y un conento X de s sl s

i u elacion “Gene como apellde” de E haci K.jes una uncion? gPor
ii) s. x ol it il Gt X B B g ok i R 0

WESH oo de lomnas de 1 clase, M e conunto de o doce meses del
afo, R es la relacién de E en M “nacio en el mes de”. Sin dibujar el esquema jse
puede decir s esta relacion es una funcion?

) Pedro, Juan, Silvia, Mario y Luis son alumnos de una escuela. Representare-
‘mos a cada niflo por la inicial de su nombre. Pedro, Juan y Mario estudian inglés;
Silvia estudia alemén; Mario y Luis estudian francés.

) R esla relacion “estudia”
Analizar la relacion R de origen - }P; J.5; M; L de conjunto de llegada
{ inglés; francés; damn(
¢R es funcién? ;Por qué?
i) T es la relacion “estudia” de origen
francés;alemin}
i es funcion? Explicar Ia respuesta:

L3 L g ¥ de llegada Jinglés;



10.- a) Los ng\u:n(ex ‘esquemas representan diferentes relaciones.
y determinar cudles de esas relaciones son funcionales:

B
®
relacion A de G en F relacion B en A
T
® O
relacion Cen B relacion £ en M

]

h
®

]
T
e

3

relacion Dde Ten S




relacion F de Wen Q ®

b) Dibujar el esquema cartesiano de la relacion F en H representada en el siguier-

te esquema sagital:
relacion F Q

UF es reacién funcional? Explicar por qué.
©) E=}abic;d;fig)
P es un conjunto de partes de E:
Y.




ta Ia relacion F " de E hacia P

 Boabic X, ¥, 2 y T por extensén, asi como: X 0 Z,Z 0 ;T 0X;
XUT;YATYyZA

) Larita F oo fomeion? ipor qué

i) Es P una particion del conjunto E? ,,Pur qué?

11.-2) Considerar el siguiente “molde”:
£+ 2
Si se reemplaza(—] por el natural 3 se obtiene:
f:33+2
Sise sustiuyeCIpor el naturl 1032 obtienc:
10+

£:10~>

i se reemplaza () por un natural cualquiera, siempre se obtiene una frase ver-
dadera.
Este “molde” define una funcin de N en N, que se expresa:

i) Trazar algunas flechas del esquema sagital de f en el dibujo que sigue:
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0
1+
0
2 4
1
3 4
24 4_}_
3 4
I s 4
4 4
&t
s 4
74
6+
e
74
9 4
8 1
10 4
9+
1 4
10+ :
12 4
13+

i) La relacion 7, inversa de f ges funcién? ;Por qué?

b) El conjunto B=11; 2; 3;4;5;6;7;8;9;10; 11; 12 eslalegada de la elacibn

P “tiene por triple”. Sabiendo que el conjunto de partida A tiene cuatro elementos

¥ que P s una funcion de A hacia B, determinar los elementos de A. Dibujar un es-
‘quema (sagital o cartesiano) de la relacion P.

c) Si x designa a un natural, el doble de x ser designado 2x.

) Dibujar el esquema sagitalde a funcién h.
hi x=>2x de origen en D final en F
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i) Dibuar el esquema cartesiano d
& Six desgna s unnatur, yuaabuduhmo.s el resultado se designa

.) muw Tos esquemas sagital y cartesiano de k:
x-3
(ostt endaenel conjunto G).

s.) En ot dinjo representar o squems sgital de

x3x-4 (enG)
ii)isonky] l'nmonu nG?

¢) Para calcular el perimetro de un cuadrado se multiplica por 4 la medida de su

Iado, Si esta medida es un nimero natural se define una funcion de N en N que se

| Po
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Completar Ia tabla:

Perimetro del cuadrado de lado m 4.m
Perimetro del pentigono regular delado z.
Perimetro del octogono regular de lado k
‘Superficie del cuadrado de lado x
Volumen del cubo de aristaj

Se pueden definir ahora cinco funciones en N:

Ficha2 Suryeccion. Inyeccion. Biyeccion. Funcion inversa.
1.-Clasificar los sigulentes grificos sagitales de funciones, analizando los conjuntos
de llegada:

@® ®)

\ S/
J 5
© @

A




© ®

® ®)

Nosotros realizamos la siguiente clasificacion:
=leadienn)

uQu criterid utilizamos?
Las funciones del conjunto A se llaman suryecciones.

Se llama suryeccion de E sobre F a toda funcion para la cualse cumple que a
cada punto del conjunto d liegada llega por lo menos una flecha.

Otra clasificacién posible es 1a siguiente:
R=ta;e;h}

bicidifig}
ms criterio se tuvo en cuenta?
inciones del conjunto R se laman inyecciones.

Se llama inyeccidn de E sobre F a toda funcién para la cual se cumple que a
cada punto del conjunto de llegada llega a lo sumo una flecha.
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2 1os conjuntos Ay R resolver A NR.
ou caaclcitoa preseatan s funcigne de conjnto resulado?
Dichas funciones se llaman biyeceiones.

Se llama biyeccion (o funcién biyectiva) a toda funcién  la vez suryectiva e|
inyectiva.

Toda facinde S hace B al quetodoelement de B tene uno y 6l v
tecedente se llama biyeccidr

- De s Gimclones s e 1.9, 41V.1.1: e sontymcconen -
luturyeccmna” 4Cudles biye

4,

Para cada una de las siguientes relaciones, contestar las siguientes preguntas:
i) ges funcién?
)b i e s feciin?

Y >
i i

relacion F relacion G

7

relacion H relacion/.
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relacion K relacion S

b) X es un conjunto de misicos:
X={A:BiC;DiE}

Y s un conjunto de instrumentos elementos son: violin (¥), vio-
loncelo (1), piano (p), flauta (f), oboe (h). clavnmwu (c)y clarin ().
Y ={vilipifihic

T es a relacion "sabe \ew definida por ¢l siguiente conjunto de pares orde-
‘nados:

G = A, V3 AL B, ) B, 19 (C, ) €, 0, v B, ;B o) 8,0}

i) Representar con un esquema la relacion 7, ;es funcion?
i) Representar en otro esquema Ia relacion 7, inversa de 7. ;Es funcion?
iii)Para interpretar un determinado fragmento musical se necesita un violin,
un clavicémbalo, un piano, un violoncelo y un oboe. Liamamos F al con-
junto de estos instrumentos.
Sabiendo que cada misico debe participar en esta interpretacion, decir qué ins
it debe ser wsado por cada uno de elos eniendo en cuenta los datos del

mw,.r el esquema cartesiano de la ol de X en F definid por: “dabe vt
zar”. ién, jes én? ;Es biyecei
o gty ypd conjoats & s S sk cada punto del itculo
que pasa p P funcién de
c en D? (Es biyeccion? LPer qué?
@) Sea A =1;2}. Liamemos P al conjunto de partes de A.
i) Escribir P por extension.
i) Dada s rlacin C: s complementro en A d” en e conjunto P, hacer
el esquema sagital
i) ges funcion? LEx yeccion?
i¥) {Como se define la relacion inversa C*? ;Es funcién? ;Es biyeccion?
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Ficha3 Composicion de relaciones; de funciones y de bi-
yecciones.

Hasta aqui hemos estudiado relaciones y funciones entre dos conjuntos o en un
‘mismo conjunto. En esta ficha 3 trabajaremos composici6n de relaciones y funcio-
nes, veamos en qué consiste.
1.-Sean los siguientes conjuntos de perso
=} Marta, Luisa, Susana, Graciela }
‘Tomés, Ubaldo, Vicente, Pedro, Eduardo (
=4 Rodolfo, Diego, anciscn%
que para abreviar, indicarem
M,L,S,G:
={T.u,v,P,E}
R,D,F}
y Ias relaciones:
F : “tiene por padre a” de A hacia B
7 : “tiene por hermano a” de B hacia C.

Atencon: e conjunto il de F e ol connto il de .
Los esquemas sagitales de F'y




L tiene por padre a P, que tiene por hermano a R, por lo tanto, L es sobrina
deR.

Hacer el esquema sagital de la relacién H “es sobrina de” de A hacia C. Los pares
que cumplen la relacién forman el conjunto.

$@,R: G, R 65, D)6, P,

H es a relacién compuesta “F seguida de J” que se escribe J o F” y se lee *J
compuesta con .

La relacién H es la relacion compuesta de la relacion F (de partida A y lle-
gada a) wpida de o  lcén (depatid By llogada O

hplnifhdullﬁhp.nidnrhﬂ
La llegada de H s la llegada de J.

La notacion J o F puede parecer, a primera vista, curiosa, puesto que escribiendo
de izquierda a derecha, se encuentra primero la segunda relacion y luego Ia primera.
Pero observamos que en a frase “el hermano del padre de L es R” Ia palabra “her-
mano”, que se refiere a la segunda relacion, precede a “padre” que se refiere a la
primera.

2-SeanR, y R, i i los esquemas sagitals siguientes:

=

]

iQué elementos pertenccen a R; 0 R, ?
(Cudl esla partida de R,?

iCuil esla llegada de R; 0 R, ?

1Cudl esla inversa R * de R,
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iQué elementos pertenecena Ry” 0 R, ?

iCudl es la egada de R, 0 R, ? ;Y la partida?

iPuede resolverse R, o R’: Por qué?
3.El siguiente jercicio figura en la obra de R. Fletcher “L'apprentissage de la ma-
thématique sujourdhui”, y nos parece un juego curioso de composicién e relacio-
nes.

susco s pelabes “ade” y “mode” sgilian “pade” y “made” Pudn
vt en “y i, poc anpl, pan L b con

En castelano s61o utilizamos dos palabras para liamar a los abuelos: “lbuelo y
“Abul”. En sco utllan cnio plbrs “amor”, T, “moca”y “mr-

%) “Famor” sigiica “la madte Gl pade”, e decir, " sbula paterma”. [ Qvé
i las otras tres ps

b) “Bror” significa “'hummm" ¥ existen dos palabras para “t/0”. Una de ellas es

a otra

“gon”. Dar

ci “sobrin
D" npllﬁn “hija”. Buscar las cuatro palabras para traducir “nieto” y

y]uhwecchmld:AMu By g de B hacia C definidas do la sguiente manera:
f: x*xfz

B~C
Y2

Calcular s siguentes expreiones:

El conjunto e llegada de f (x) > x +2 s el conjunto B. Caleular ahora § (2);
8 (3)v s @)z (5) 8(6).
de llegada de g es C..

waduqumlu;'-\ld&hﬁmbn;u(
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4Es funa biyeccion? Por qué?
(Es g una biyeccién’
iEsg o funa biyeccién? ;Por qué?
Este ejercicio nos pemite verificar una importante propiedad de la composicién
de biyecciones (que por supuesto es demostrable en términos generales). Dicha pro-
piedad se enuncia asi:

lh ‘composicién de dos biyecciones es una biyeccion. j

5.-Proponemos en esta ficha el ejercicio siguiente, para practicar la composicion de
biyccons, o etomatemosen o Capial V,fcha 1 oataco 7, pus anaias
propiedades de la composicion.
Sea el conjunto E = {a;
Defi por extensin o conjunto M d paleras de do e ditintasque se
‘puedan formar con ls letras del conjunto E.
M= 4 a5}
La biyeccién P d-ﬁmda en'E por los siguientes esquemas permite transformar las
palabras del conjunto’

asb a

P= | bac 2 \

e

Ejemplos:
- palabra “ac” se tiene en cuents P

avb
cva
por ello: ac ba
~ para transformar “ba’”, e procede asf:
boe
ab
en consecuencia, I palabra “ba” e transforma por P en “cb”.
) Ademds de la”biyeccién P, pueden definirse en E cinco biyecciones dife-
rentes:

a»a asa
Q= | b>c R= | bsb
cb ee
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L i i rimera vista, pero tiene tan-
resolver 5 +0.

i i
Encontrar las biyecciones restantes:

a-b a-c
b N=|b>
o cb
asc
L b=
o

o)t it i e i st 0
P, seguida de la biyeccicn Q?
Exmm

uP(ab)
P(ab)=
Q(be)

De donde:
QoP(@b)=

De las biyecciones r Q, R, M, N, L (una sola de ellss) jeusl transforma la pala-
‘bra “ab” en Ia palabra

Es conecto, =n|anu: expresar que la biyeccion Q aplicada a continuacién de la
biyeeion P produce uns trmfoomation sl s ue efetia biyeceén L.

) Completar las siguientes expresiones:

6. Dadas s siguientes funciones:
N+N

x=2x+1
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gof(S)=
hof(1)=

fogog@)=






Leyes de composicion.

Hasta aquf hemos estudiado ciertos aspectos fundamentales de la matemitica,
partiendo de 1a 16gica. En efecto, los conjuntos y su operatoria han resultado, en la
‘préctica, un lengusje preciso para encarar un andlisis de ciertas situaciones y deter-
‘minadas operaciones.

Una “fisiologia” de los conjuntos permitid introducimos en un campo que, par-
tiendo de los conjuntos, nos lieva a ampliar el espectro matematico en las relaciones,
sus propiedades y sus tipos especiales (equivalencia y orden).

Limitando el referencial de las relaciones con condicionantes variados liegamos a
1as funciones. Dice Maurice Glaymann: “funcién: una palabra que s un mundo en
la matemética”.

E d i i 1 icion de ellas y el des-
cubrimiento de nuevas funciones mediante la composicion, nos obliga a meditar un

" . id5; s e

se descubren en sis global del " do las fu

Vamos entonces, 3 trabajar el concepto matemiitico de composicion de funcio-
nes, analizando las leyes de composicién. La carga semintica del vocablo “composi-
cién” s enome . .. ;Es lo mismo “componer” para un misico, un pintor, un qui-
mico, un ceramista, un matemdtico?

Ficha1 Ley de composicion interna.
1.-Sea el subconjunto A de M

00 A

Del conjunto de partes de A elegimos:

S m=tnpAV = m[=YA

y con €l resolvemos:
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{010k
O

Completar, resclviendo todas a3 niones pasibes de dos clementos de B. Volear
esos resultados en la siguiente tabla:

o N
oj
to}

B

00|

(IR,

Aaaiemcs b élacion F: v, y) 2 Uy e tiee como diio sl prodocta
cartesiano B X B. ;Cuil es el conjunt lltpdxdl”ﬁunz(umnb ndeBXB
enB?

2. Sea el subconjunto D de partes de A:

o-foniane Al
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Efectuar todas las uniones posibles de dos elementos de D, completando la si-
te tabla:

guiente tat

of

1al

o4

Los resultados que figuran en la tabla, json todos elementos de D? ;Es una fun-

cion DX Dea D?
3-Dado el conjunto T de partes de A:

T=§?D€;7A€:)[:I,Dg;g[:]’A(-,; oA (s

4) Completar la siguiente tabla:

/N

Bl

A

{00

oA

lo.2|

El

1A

10.cf

0.4

10,4
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b) En este cjemplo ;la interseccion es una funcién de TX T en T2
4.-Sea Jun conjunto de partes de A:

%mm@ﬂmM

) Hacer a tabla de a diferencia entre dos clementos de J.
b) ¢Esla diferencia una funcién de J X J en.

i 11 le) int en K a toda funcion
fque a un par ordenado de K XK hace mmmndu un elemento de K.
5. Ejercicios:
producir sobre papel transparente

NS I JN
Superponer los dibujos P y D, ;qué se ve? Es como P. Puede escribirse:

PsD=P

indi +1a operacién
Completar:
VeP

1037
413 operaci6n * es unaley de composicion interna sobre el conjunto X =
?

Completar I tabla:

Oomd4»”

NI ) >

116



6-Un golpe de vista répido (mirar y no leer) a esta primera ficha del capitulo V po-
dré hacer pensar que se trata de un error de impresién, y no corresponderia a un li-
HB matemitics erdad?

Lo qua ocums et e decdimos presetar o leyes do composicitn e con
conjuntos de tal indole, para evitar las posibles interferencias 2 Ia captacién del con-
copto,por el empleode opeacioes ya intemalizadas po wnesudiante de vl tr-

Peto es posble, por supussto, invetigarla xitencado s de compociinn-
toma s percione rtmdtiasdlemental
La suma en N jes una ley de composici
parde N X N un clorsento de N?
b) Analicemos la sustraccion en N. ;Se encuentra en N el resultado (0 compues-
to)de 9 -47 ;Y el de 4 - 97
La sustraccion ges una funcién de N X N en N? ;Por qué? ;Es unaley de com-
posicién interna?
c) La multiplicacién jes una ley de composicién interna de N X N sobre N?
La division jes una ley de composicién interna de N X N sobre N?
=) Precisamente, porque la sustraccién no es una ley de composicién intema en
N ha sido necesario crear un conjunto que contenga a Ny en el cual la sustraccion
sea una ley de composicion interma. Volveremos sobre este tema en el capitulo de
conjuntos numéricos.

fon nterna? La suma, Jadjudica a todo

7.-El ejercicio IV.3.5. presenta composicion de biyecciones. ;La operacién al{ uti-
lizada es una ley de composicién interna? ;Por

qué?
a) La siguiente tabla de Pitdgoras o de-Cayley resume la composicion de biyec-
ciones del ejercicio citado.

v P Q M N L

R

17



Atencion: por comodidad y simplicidad (ya que trabajaremos la composicion suce-
siva de funciones) recurriremos a un abuso de lenguaje que recomendamos tener en
cuenta para no alterar 1os resultados a obtener. Por ejemplo: P. M significard a apli-
cacién de Ia funcién P y 2 su resultado fa funcién M. En términos generales: R.Q.L
sigifo quo prieo sl R, 8 et 0y et L.

Utilizando Ia tabla precedente, esolver

[(Q Q) N] (R M= ..

Eneonrc el oo que Sl e

Este dltimo mblm cansiste en encontrar uno o varios c6digos X (por supues-
1o, s existen) tales que:

P.X=M

Encontrar todos estos codigos e resolver una ecuacin.
Remlvn Ias ecuaciones siguientes:

G-X)NR

Otpemctc e et S e e Lo soguitencstackndo) distos
simbolos para representar leyes de composicion (U, 0, \, ¢, %, - ay algu-
nas leyes que se usan muy a menudo, y por ello & eomodo adoptar un mumo sim-
bolo cada vez que uno se refiere  ellas (como el caso de +, -, x, -, U, 0, etc.). Asi

temos de aqui en adelante.

Para o complicar ¢l trabajo de los tipSgrafos usaremos para las otras operacio-
nes los signos * , A, O . Esto no sigaificard que un signo, por ejemplo * represente
siempre la misma operacion.

Ficha2 Propiedad conmutativa.

En la ficha 1 verificamos que hay leyes de composicién de funciones que tenien-
do como dominio A X A, todas sus imdgenes estdn en A (leyes de composicion in-
terna) y otras en que esa particularidad no se cumple (12 sustraccion para N X N en
N, por ejemplo).

De aqui en delasleyes de
por razones de extension del tema (que excederfs matematicamente Ios coninpios
el programa par o stiutosde Fommacin Docente) s lmitaremos i
ool foma A X A en A, e ey de compadién e, Pol o, 1
gurtr d ot fcka 2, ca ez que s I ey s compasilfa” debed peran on
By de compesicon intrma” (amada po siunos stores ey o clavsrs®, ya
que no trataremos leyes de composicion que no lo sean.
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1-La ’uxsu :i(guieme define una ley de composicion simbolizada A en el conjunto
A= {pigr]

ale]alr
plpalr
[RERERE]
r r P q

qar=p
rhq=p

exdmrque
Ar=rAq

;ocure lonumnpmpA ay qap? pen pAryrAp? Es verdadero para
Cualquier (x,) € A X A que x & ? it sgin par de clementos de A
para el cual no s verdadero quox 57

2-En cantoa s opsraciones corjuntisis, hemos vtoya qus en un corjunto de
partes de F, cualquiera sean las partes A y B

3. Responder V (vedader) o F () encad uno d o suintes casos de leyes
de composicion de N X N en

a)atb=b+a v F
b)a.b=b.a v F

Una ley de composicion » sobre un conjunto S es conmutativa, significa
que para todo elemento (x, y) de SX S
X ay=yex

5.- Verificar si son conmutativas las leyes de composicion definidas en las siguientes
tablas:
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O~ J2]3]4]s

ofofrfz2]3]a]s

i fofs]e]s ]t

22 fafo]s [r]2 |recu

s s3] ]z]o0]s

b)

ANO|0]a 0

>lolololalo

O|0|0] |0 |A

IR PN PN VAN

vialo|Alo|O
olo|ANOIO] &
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nnAn

La operacion *'; " jes conmutativa? Si no 1o es, modificar a tabla con el menor
nimero de cambios posibl transf una ley de
mutativa

Ficha3 Elemento neutro.

En n ficka 2 preentancs ceriios pam descubs  exitencia o o de a pro-
piedad conmutaisde s leyes decomposkcin nte

El lector habra apreciado que resulta muy cé mods fesbaj oo ablas pitagtries
para analizar propiedades de las leyes de composicion, especialmente si s¢ trata de
conjuntos con pocos elemento

Por supuesto que el matemitico no trabaja siempre con conjuntos finitos y de
cardinal tan pequefio. Ademis la ciencia matemitica no se caracteriza por verificar
para cada ejemplo el cumplimiento, elemento a elemento, de una propiedad. Recu-
e a demostraciones generales que le dan la certeza del hecho, sin verificaciones
parciales.

Como 1o podri ser ésa Ia forma de trabajar con los ifios de Ia escuela primaria
cuando el lector ejerza su profesion, hemos elegido la metodologia aue si podré
usar con alumnos de 6 a 12 afios, permitiéndonos citar al final bibliografia matems-
tica en 1a que podrin encontrarse los desarrollos cientificos correspondientes a cada
tema

1.-La propiedad a analizar en esta ficha es muy sencilla, y por eso comenzaremos
directamente por su definicién:

Sea un conjunto P, una ley de composicén « sobre P y un clemento e
deP. “e s elemento neutro para la ley + ” significa

pratodox, xE€Pxwe=x  y  esx=x
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2) 0 es e clemento neutro de la suma en N, ya que para cualquier natural n se
verifica:

n+0=n
O+n=n

b) {Cuil es el elemento neutro de la multiplicacién en N2

¢) {Como se reconoce en una tabla de una operacion, l cemento neutro de ésta?

2. Estuliar 4 dgulnte leyes de composilén (2 presenadss en e s rece
dentes) para determinar si tienen elemento neutro y cul es, en caso afirmativ

Ficha

Ley comp.

tiene neutro?

elneutroes

Lap.1

1,ap3c

1.4

Lap.7

2,.5b

2,p.5¢

1ap.5

2,p.1

3.-Enel conjuntoJ = 3 4;8;9( ,sealaley @ definida asf:

~ ados elementos de J hace correspon
« el mismo, si los elementos son iguales;

« el mayor, si son diferentes.

1) Hacerla tabla de 2.
b) @ jes conmutativa?
©) @ tiene elemento neutro?

4. Las
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«lof1]2 =lo]1 ]2 B
oo |2 ofofofo o1 o2
1201 1]of1]o of1f2
2 (1 fz2]0 20021 2120210

5. El siguiente anmcw ha sido elaborado en base a una idea presentada por F. Ja-
rente en “Operadores en Ia escuela elemental
Sean las siguientes fichas de domind:

oo

ace corresponder a'dos domind, el domind formado en una parte por
1a cifta mis grande y en la otra por Ia ciffa menor de las cuatro comparadas. Por

Ed=Fdd =[]

— D:] m" e"d“‘m

a) hacer Ja tabla de X.
b) ges X una ley de composicion interna sobre 12
©) iExiste un clemento neutro?

O ®:04

Hacer la tabla de una ley de composicion + sobre D que cumpla las condiciones
siguientes:

que constituyen el conjunto I = § a;bic;dsesf |
Laley

6.-Seaun conjunto D =

9O sea ctemento neutro;
b) ¥ Tey sea conmutativa;
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¢) para cualquier elemento x de D se cumpla:

@0

iCuiintas leyes distintas,pueden definirse?

Ficha4 Elemento simétrico.

En esta ficha estudiaremos otra particularidad que puede encontrarse, 0 no, en
Ias leyes de composicion interna.

1.-Seala ley de composicion interna 1 dada en la siguiente tabla:

110
(@] V)
=Yg
= O
Ol

4) L jes una ley conmutativa?
b) ;Cuil es el elemento neutro de 12
) Buscar si existe un elemento x tal que:

O Lo

O DjoD

<

Observacién: ese elemento x debe ser elemento del conjunto sobye el cual se opera,
pero no necesariamente el mismo pas

O. O . <= (=3
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2.-En la ficha V.1.5. se analiz la ley de composicién » en K = ; V,P,D, 1 i 5
de a cual se confecciond Ia tabla pitagdrica.

4) » ges una ley conmutativa? ;tiene neutro?
b) Investigar si existe un elemento x de K tal que:

xeP=V y Pex=V

también para los siguientes pares de igualdades (teniendo en cuenta, ademis, lo
Seandoena obervacion 4l apartado 12y

Dsx=V y
Iex=V 'y
Vex=V y

Si * es una ley de composicion intema en F que tiene un elemento neu-
tro e, se dice que el clemento a de F admite como simétrico al elemento
bdeF s

axb

y bea=e

4) En los cjemplos de esta ficha, determinar los elementos que tienen simétrico.
iCudl es el simétrico en cada caso? ;Cudl es el simétrico del el

) No tiene sentido hablar de clemento simétrico, s la ey de composicién no
tiene neutro. Ademds, hay casos en que el simétrico de un elemento es ese mismo
elemento. Si el lector relee los ejercicios anteriores de este capitulo, y analiza para
cada ley de composicion la existencia de simétricos puede enriquecer su caudal ma-
temético y encontrarse con situaciones especiales. Por ejemplo: ;puede un elemen-
to tener s de un simétrico?

4.-Damos ahora una nueva ley de composicién:

4) Sobre el casillero consideremos las transformaciones siguientes:

aqui & cambia la ubicacion de los dos casilleros supe-
riores.
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b) Otras transformaciones en este ejemplo son:

2, cambia la ubicacién de los dos casilleros inferiores;

ciemplo:

EDE

a3 cambia la ubicacion en los casilleros enviando la primera a la segunda; la
segunda a a tercera y Ia tercera a la primera:

ejemplo:

2 es la transformaci6n que no cambia nada.

=1
-
2| 3
> —
1
) |
as
2
al| 3
1
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©) Practicar las transformaciones ay, 3y, 83, a4, ds Y d con cualquier tera ini-
cial. Por ejemplo:

G= fariaiasiaias

¥ & la ley que a dos transformaciones x ¢ y hace corresponder la transformacion
que produce el mismo efecto que x seguida de y. Por ejemplo:

aquia, Aa,
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4Es A una ley de composicion interna en G?

aba

by =
(a3 D3} hay =
©) Hacerla tabla pitagorica de A en G.

iCudl es el elemento neutro? ;A es conmutativa? ;Cudl es el simétrico de cada
clemento de G?

5.-a) Lasuma en N tiene neutro? ; Tiene simétrico?
b) La multiplicacion en N ;tiene neutro? ; Tiene simétrico?

6:Dado ol cofunta ¥ = {a {aventar una ley de composicion interna “o
¥ con las condiciones'siguientds:
— laley es conmutativa;
nto neutro;
" todo lmento poee ua e sétio;
oA

2) Confeccionar la tabla operacional.
b) Comparar su resultado con el e otros lectores para verificar si todos llegan a
1a misma solucién.
¢) ;Hay una inica solucion?

Ficha5 Propiedad asociativa.

El siguiente ejercicio es una adaptacién de un trabajo realizado por ¢l Grupo de
Psicomatemitica de la Universidad Nacional del Comahue en 1975. El mismo fue
experimentado en 3¢ grado de Ia escuela n0 53 de Cipolltt (Rio Negro),al ratar
el tema “necesidad del uso de paréntesis'

1. mbr; o s sy (s llamaba Tan y reinaba en ¢ pafs de Tanatan. Un dia

el rey decidi6 organizar la escritura en su pais y dict6 una serie de ordenanzas con
ese fin:

Ordenanza 1 para escribir se usardn s6lo las letras de mi nombre y el de mi pais.
iCuil es el afabeto en Tanatan, de acuerdo con la ordenanza 17
Escribir nueve palabras diferentes, todas ellas de dos letras.
Escribir mensajes distintos formados por palabras de mis de tres letras.
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2.

Para simplificar la escritura, el rey Tan dictd la ordenanza 2.

Ordenanza 2: si en una palabra dos letras iguales son consecutivas, se cambian por
una sola de ellas:

3

>
> n
et
Por ejemplo:
naatattnann —> natatnan
1) Reducir ¢l siguiente mensaje:
nattan ttanna tanntaan
b) Escribir cinco palabras que no puedan reducirse.

El trabajo de reduccion entusiasmb a los habitantes de Tanatan, que recibieron
con alegria la ordenanza 3, ya que con ella se amplian las posibilidades de juego:

Ordenanza 3:

an- t
at=n
tm=a
na t
nt=a
ta=n

4) Confeccionar I tabla operacional de las letras, segin las ordenanzas 2
b) Con ayuda de la tabla, reducir ¢l siguiente mensaje: atana. ;Existe un nico
‘mensaje reducido? ;Por qué?

4.-Los alumnos de 3¢ grado que resolvieron esta serie de ejercicios llegaron a las

siguientes situaciones:
wane Uane wana
nta nta nana
v L5 iy
a n




Ante la evidencia de los resultados diferentes por a

cion de las mismas orde-

nanzas, ellos propusieron el uso de simbolos (ente ellos la coma y el paréntesi),

las operaciones. Usando los paréntesis planteamos una sitvacion dirigida a alcanzar
el objetivo de esta ficha.

4) Liamamos « a la ley de composicion definida por la tabla del apartado 3..
Completar:

(tea)e
tefaen=

ne(ar 0=
(nea)et=

b) Los resultados del item anterior nos permiten afirmar que, para + e
frain}

(tea)en + te@@rn)
ne(ast) * (nea)st

5. Mactesendo o mismo cononto ft

§ - definimos una nueva operacion con
1a siguiente tabl

1) Completar:

(t.a).n= n.Ga.0=
(.0 (0.3).

b) Ubicar los simbolos = o # (segin corresponda):

t).n .. 5.0
nGY L @)t
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¢) | Una ley de composicion « sobre E es asociativa si para todos los ele-
‘mentos x, y, 2 de E se cumple:

Xo(yoz)=(xoy)oz

6.- Atencion: la definicion de la propiedad asocativa (como asf también Ia dela con-
‘mutativa) exige su verificacion para todos los lementos del conjunto sobre el cual
se opera.

Para demostrar que una ley de composicion no es asociativa, basta hallar tres ele-
mentos que, al ser operados, no la cumplan.

a) Con la ayuda de un diagrama de drbol, encontrar los 27 ordenamientos posi-
bles de las letras n, a, t.

TR

(esta es una rama del drbol, la que comienza con t; completar ] diagrama con las
restantes, que comienzan cona y con n).
De estos 27 ordenamientos, gexiste alguno para el cual: (x . y) .2 #X . (y .2)?

7.-2) {Cudles de las leyes de composicion interna estudiadas en esta ficha (+ y )
son asociativas?

b) ;Cuiles de las leyes de composicion interna analizadas en todo el capitulo son
asociativas?

8.- Resumir en una tabla todos los conceptos tebricos tratados en este capitulo (ley
de composicion interna, elemento neutro, conmutatividad, elemento simétrico o in-
verso, asociatividad)
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Ficha conjunto | Temitacion escritura iy

11 [ACM,B Cen union st
partes de A

12 ACM,D Cen union no
partes de A

13 [ACM, T Cen| interseccion no
partes de A

14

15

16 N suma

16b

16c

16d

17 ?‘;E,RLVQ'M'g si

Las abreviaturas empleadas significan: “C” (conmutatividad), “N” (neutro), 5™

(simétrico) y “A” (asociatividad).

Completar la tabla con los datos no especificados.

Ficha6 Estructura de grupo; ecuaciones.

En este capitulo hemos trabajado propiedades de las operaciones, presentando
cjemplos en los que esas propiedades s verifican o no. La presentacion de ejemplos
¥ contracjemplos de una situacién nos parece importante para valorar la existencia
e las propiedades, teniendo en cuenta que muy esporddicamente recurrimos a las
demostraciones matemiticas, que constituyen Ia tinica arma precisa y concluyente
para el tratamiento del tema a nivel formal.
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{Por qué es importante conoce las propiedades de una operacion? Porgue e
sindonos en esas formularse ci

“estructuras” que e ie o et oot e oty Veamos v do
esas estructuras y algunas de sus aplicaciones.

1. | Si“°™ esuna ley de composicién interna sobre F, se d.u:e que ey
una ley de grupo sobre F o que F es un grupo para la ley
. Il ley “*°™ es asociativa;
laley ““° " posee un elemento neutro;
. lodn eltmen:o de F posee un simétrico.

El resumen del partado 8 de [ fcha S permiteasegurar que, de scuerdo s de-

qué con-
firto) os i grope:
Ficha Conjunto Operacion
V.17 R,Q,M,N, [ composicien de
L ( :1 conjunto de | biyecciones
iyecciones
(Completar la lista ol itado de Ia ficha anterior).

2. Se llama grupo (amutllha © abeliano a la optncxbn * sobre E que,
de grupo, cumple |

Teniendo en cuenta la definicion que antecede y el resumen de verificacion (o
n0) de propiedades en las operaciones de todos los ejercicios desarrollados en este

capitulo, confeccionar la némina de grupos abelianos, explicitando en cada caso
conjunto y operacién.

: cuando se habla de estructura de grupo debe hacerse referencia al con-
)umo de clementos de que se trate y a la ley de composicion en ¢l definida. Por
ejemplo:

<A x> <s5,°>

4.l conjunto ;' ain { con la operacién *.” (ficha § apartado 5) es un grupo
conmutativo.

Resolver en (. )‘;z;n(. + ) tas sguientes ecuaciones:
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B x.a=
C6mo identificar al elemento x que compuesto cona dé por resultado n?
Si se observa la tabla, puede determinarse inmediatamente que X =
b) n.x=t (determinarx)
a (determinar x)
d) [ (i X).t].n=2a
Esta ecuacion también puede resolverse, pacientemente, mediante el uso de Ia ta-
bla. Pero puede recurrirse a las pxopndldn i mpo y encontrar asf el valor de x.
Para ello recordemos las propiedades del 3 tain
Ay . es una ley de composicion A
tiene un neutro, que est.
‘es asociativa.
por. 3,

[@.x.t).n=2 podemos operar en ambos miembros y resolver (ley
de clausura A, )

{@.x.t].n .2 (clegimos a porque sabemos que es n .a = t, aplican-

do sucesivamente Az ¥ Ag)

[@.x).t].t=a.a (por propiedad del neutro identificado en A,) seré:
@.x).t=2.2 (nuevamente por propiedad del neutro Ay) seré:
@x=1.2

i lo que buscamos es el valor de X, un recurso conveniente es “anular” a (con lo
cual nos quedaria claramente la expresion el valor de x). Un modo adecuado es
operar por ¢l simétrico de a (ya que un clemento operado con su simétrico da el
neutro, jverdad?). Luego:

n.a.x=n.a.a por propiedad del simétrico sera:
tx=n.a.a por propiedad del neutro legamos a:
x=n.a.a 1 tabla operacional nos permite, finalmente expresar:
x=t.a ¥ por aplicacién de A, y propiedad del neutro se llega
a

5.-Una de las ventajas de saber que un conjunto A, munido de una operacién A es
un grupo, reside precisamente, en que toda ecuacion planteada en él tiene solucion,
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¥ Ia solucién es inica (esto dltimo demostrable por un teorema, consultar biblio-
grafia).

Las consecuencias pedagogicas de las afirmaciones precedentes son enormes, si
tenemos en cuenta q
vidades en Ia escucla primaria, se resuclven por ecuaciones, De modo que, sabiendo
2 qué estructura o modelo matemitico corresponden el conjunto y a operacion
plamemx. tenemos la certeza o no de la obtencion de respuestas Gnicas, como asi
‘numerosos caminos factibles para llegar a la resp

i pudrr apreciar esto mis profundamente corresponderia realizar numerosos
ejercicios y problemas, pero umblén cascer lss et algebraicas (anillo,
cuerpo, espacio vectorial) y femostraciones  aplicaciones no s6lo en el
campo matemitico. Las penummm S v ety o e 4o guias de
trabajos pricticos para Institutos de Formacion Docente, por su extension y pro-
fundidad. Las estructuras algebraicas constituyen un drea muy
pesonans (wmo muchos) en esta ciencia en continua y acelerada evolucion que
esla mate

6 En la gfera do ia de los relojes las cifr it

112§

EI uso lu lIe'udn l leer “14 Horas” cuando, después del mediodia, el
reloj marca gt ot s lntaremcs s ol wkj I gt
realmente éste marque. Ademis, llamaremos “®” a la operacion de agregar horas
e entido quc normamente sacza 1 el Po sfomplr

2@7= g 4@®9
s@n=5

a) Resolver las siguientes operaciones:

1.2v g

; 1®8=3

b) La operacion (@ ;tiene estructura de grupo? ;Por qué?
©) ¢Es grupo abeliano? Justificar la respuesta.
En <'H @ > el neutro es 12, ;por qué?
uil sl inverso e 8 D¢ 37 D 17 De 12
E) Re;olven en<H,

taament s puede da a espuesta que £ 4 ;Qué axiomas de grupo pueden
emplessgpars s el clculo mental?

‘por aplicacion del axioma. ..

x@9@3=103
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de donde, por el axioma...
3

4

) Resolver las siguientes ecuaciones, justificando cada paso por Ia aplicacion de
Tos axiomas de grupor

2@1
1=3@4@1
v Q@) 1%3®X=1@3.

7.-Si en lugar de utilizar el reloj y el avance de horas, s trabaja con los dias de una
semana y el transcurrir del tiempo, o con el calendario anual empleando los meses,
et consris fegos nteresanss, todos loscon structrade grupo, Precis
mente la certeza del ctivi
dad planteando. todo tipo de ecuaciones, ya que sabemos “a priori” que e e
tienen solucion Gnica, Es més, conocemos de antemano las reglas a aplicar para so-
lucionar esas ecuaciones.

Evidentements estamos ante la presencia de un recurso didictico excepcional pa-
a la planificacion de problemas y actividades que tiendan a lograr objetivos funda-
‘mentales en la planificacién matemitica de cualquier curso y nivel.

8.- Planteamos, a continuacién, un iltimo ejercicio:

La operacion A (diferencia simétrica) en el corjunto P de partes de L, siendo
ibicf g

) Definirpor extension P.

b) Confeccionar Ia tabla pitagorica de

© Veifcar o cumplimiento 0 10 de - propiedades de un grupo.

d) ;Es grupo abeliano?

€) Resolver en< P, A las siguientes ecuaciones:
1)xA)zbl -b;cg
i @axs fa}=ib
iii)( ;;cl B9 it 89= fel
WxAA(§b) A Yaich ) ]_} a
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Conjuntos numéricos

El estudio de nimeros y opmc.am ‘numéricas ha ocupado lugares destacados
en las programaciones escolares, y seguird ocurriendo asf, porque es0s contenidos
{emiticos son adecuados aun st s lo analizadesde concepeloncs sntagonicas e 1o
que es el aprendizaje matemdtico. Para los “utilitaristas” es fundamentl el manejo
de los nimeros y el clculo, que constituyen el instrumento bésico de las aplicacio-
nes pricticas de la matemitica. Para quienes piensan que el aprendizaje matemitico
‘permite desarrollar aptitudes no'sblo intelectuales sino también de credtividad, ar-
tisticas y afectivas, el tratamiento de némero y operaciones permite ficilmente
ganiza aulas de shmnos entretenidos, n actitud de bisqueda ycon miltiles p
‘bilidades de

Ficha1 Namero natural. Sistema posicional. Base.
1.-Sean dos conjuntos E ab;x § yF= fmiuy ( establecer median-
1o lechas s biyeccion de E hac

En otro smtuams establecer una biyeccion de F hacia

Dados dos conjuntos, i existe una Diyecson deuno de los dos hacia el otro, di-
remos que los dos conjuntos son coor

Observar el esquema siguiente:

A B L2}
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‘Tenemos una funcion “f” de A hacia It _ s biyectiva? Completar:

FAYB aincousamsess ivans seessaness >
Se tiene también una biyeccion “g” de B hacia C. Completar
VB sosasesm s

Copiar de nuevo en dos diagramas de Venn los conjuntos A y C y dibujar el es-
quema sagital de “g o ", ;Es una biyeccion?

Se tiene entonces: “AYC ... iniiieini e

Conclusion: i A y B son coordinables y 5i B By C son coordinables, entonces . . . .

2.-Los conjuntos E y F del apartado | son coordinables. Se observa que tienen ¢l
‘mismo nimero e elementos; esto se escr

i (E) = (F)"y e Jes “El nimero de cements d E cs gl o nimero de
elementos

La rel xman es coordinable con” en conjuntos de conjuntos da lugar a una parti-
cién en clases de equivalencia.

Ls proiedad que seine s oz cementos de una misma clase 5o llama “mimero
nana” o Simplemente, “natual”

o se piense que, con esta enacion, dejamos de lado el importante aspecto de

1o it on s o méric. I aniss mtemitin o cadinalidad - ordnal
dad - sucesion - serie nimerica excede cl marco de estas fichas e trabajos pricticos;
remitimos al lector dvido de interiorizarse en e tema a la bibliografia especifica
citada.

El conjunto de los nimeros naturales es habitualmente representado por “N"

3. Ejercicios.

3) Sea P el conjunto de las
dores. Estos dos conjuntos son coordinables? ,,Sun ,gu.m n(P)y n(G)? ;Es nece-
sario conocer, para poder contestar, ¢l nimero e provincias argentinas?

b) De log siguientes conjuptos sefalar los que tengan el mismo mimero de ele-
‘mentos: { { i b; u? + ¢l conjunto de dedos de una mano; el conjunto de

tas letras de la palabra ‘raten”; Ja:fsitih} s § AOYS ie faf -

Atencién: el nimero de clementos del conjunto vacio es ceroy s indica “n (¢) = 0"
Sean los dos conjuntos. ,1, ;i g y feib; ( Son iguales? ;Son coordina-

bles?
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4-a) En la numeracion romans, para escibi los némeros naturales, e hacen alter-
‘nativamente grupos de cinco y de dos:

I se escribe V

se escribe X
XXXXX st escribe L
LL  seescribeC
€CCCC se escribe D

b) Imagi is donde se cuente de la siguiente man

VATRVATRY
N

uno se representa por una rayita *", decimos luego que:

Para escribir dieciséis, en este sistema, podemos dibujar un drbol como el ante-
ior, que tiene dicciséis puntos en el primer nivel,y en los siguientes estd dibujada
Ia convencin de i6n de simbolos. Asi diecisé .

be WXX~ 0 bien XX-W o bien ~WXX.

3 e dekcho o e sistem (Toma l ol cormspondient) desuts
deducir de ellolas formas de escribir diecinueve y veint
i) ¢Qué nimero representa WX; WX—; WW—7
i)Para escribi veintisiete (formar también un drbol) se necesita otro simbolo.

En cada drbol dibujado se observa rimer nivel “~", en el segundo nivel
Xy en el tercr nivel "W (en los nivels sigientes o smbolos que se hayan el-
gido). Para si

— ordenar la ecritura de derecha  izquirds, comenzando siempre por el pri-
‘mer nivel del drt

— numerar I cantidad de simbolos de un mismo nivel por cjemplo:

— —por2,Xpor 1,WporI;
~ ponerun 0'i no hay simbolo en el nivel correspondiente.
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Ejemplo:

Joooooooooooo0oooo00D

AVAVRVAVAAY
\I/ \l/

tercer nivel | segundo nivel | _primer nivel
wvow X -
2 1 1

Atencién: se lee “dos, uno, uno”.

Condusénsen et sitems d rumeracion ecesitamos tres i O, 1.2 ara
cribir

<) Podemos seguir el mismo procedimiento, cambiando solamente la cantidad de
elementos que agrupamos en cada nivel del drbol. Hagdmoslo ahora con agrupamien-
tos cada cuatro elementos:

0000 0000 0000 O
X X X

Se escribe: XXX~

Como se escribe en este nuevo sistema el diecinueve? ;Y el veintidds? ;Y el
ocho?

Qué mimeros representan WX — — XXX

E1 sistema aqui empleado es de base cuatro, ;por qué?

Nuestro sistema habitual de numeracion se lama de base diez, porque los simbo-
10s(0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9) son diez en cada nivel del irbol y se agrupan los ele-
‘mentos de a diez.

d) Completar el siguiente cuadro, sabiendo que en cada columna se debe escribi
el mismo natural en las diferentes bases:

2
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basediz | 12| 3|4 s|6[7]8]9]w0fn

base dos

base tres

base cinco

base ocho

— Sea el natural 57 (base diez), escribilo en base trs

" Cuints et e utlzan o bae os? Esrbir 57 (base dier) e bas dos.

~ {Cuéntas cifras se utiizan en base siete? Escribir 57 (base diez) en base siete.

— En base dos, ;uil es el menor natural de dos ciffras? ;Y el mayor natural de
dos cifras? Las mismas preguntas para los naturales de tes cifas.

" (En qué base el natural onc se escribe 217 En esta misma base escrbir doce
¥ trece

~ Damos una lista de naturales escritos en distintas bases:

(base diez)
(base once)
(base cinco)
(base tres)

Sm me a6 os

escribir de ta st del y

€) Resumiendo:

Nuestro sistema de numeracion decimal es posicional y de base diez.
Eso significa:

— que el mayor valor posicional es el de la izquierda;

— que se emplean inicamente diez simbolos iferentes (0,1,2,3,4,5,
6,7,8,9;

— que la variacion de posicion se realiza en funcion de potencias de
diez.
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Ficha2 Suma, Resta. Multiplicacion y division en N. Propiedad
distributiva,

1.-4) Sean: A =! SDAOM_ RANDIRE

n(A)+ n(B) 5
nae= N O}

a(A)=

n(AUB)

n(A)+n(B)
0A= )O ;:::A(

n(A)= ...

(A\JB)

n(A)+n(B) =

Comparar en cada uno de los casos anteriores los valores de n (A U B)y n (A)+
2(8) 100t s cher?

mero de elementos de A U B, es decir n (A U B) es igual a n (A) +n (B)
o cuanioh ¥ B son disjuntos.

n(AUB)=n(A)+n(B)siANB=¢

2. Definamos la relacion t de origen N y final N, tal que a cada natural “n” le ha-
ga corresponder “4 +n". Trazas las flechas, en el esquema siguiente, que correspon-
dan a los elementos 0, 1,2, .., 10 del conjunto origen. ;Es t una funcion?

Hala el cojuatode o e e teng como ngen . Ls i pregun
tasustituyendo 9 por 235. La misma pregunta sustituyendo 9 po

Culle 3o Toy clementos el corjunte inal aueson migones d algin lemen-
to del conjunto inicial? ;Es t una biyeccion?

origen 0123456

final 012345678
3.-Consideremos ahora la relacion 3 de origen en NXN y final en N, tal que al par
de naturales (a, b) le hace corresponder a + b. ;Cuil es la imagen de (193; 433)?
Dar cuatro pares que tengan a 25 como imagen. ;Es I una funcion? ;Es biyeccion?
Justificar las respuestas.
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4.-En el capitulo V' analizamos la adicién desde el punto de vista estructural. ;Es
ley de composicion la suma en N? ;Tiene elemento neutro? ;Es asociativa? ;Es
grupo? Explicar las respuestas en cada caso.

.- Elogir un natural “a”. Definir a relacién U de N en N, de modo quea cada -
ral “n” le haga corresponder “a + n”". Hacer el diagrama sagital

iCuil es la imagen del 07 Compum ¢l squem suial st et 3 s imagen
del 10. ;Bs U una foncién? gEs iCuiles son los naturales imagen? (te-
ner en cuenta su relacion con “a’ LCu&I:s son los naturales que no son imagen de
ninguno? (tener en cuenta también su relacion con “a”). Un natural cualquiera “c”
gtiene imagen por U en N? Evidentemente por ser functn, todo elemento de N
tiene imagen

:.memos ES xhnmgendg" ‘e". {Cuénto vale x?

Todo esto jusiia I siguente consideracion:

Siendo a y x dos naturales cualesquiera:
31> 8, entonces et un nature e que podenos s
quea+c=x,y lo escribiremos *
Six<a znmncnlnomumgunmmnl " tal que a+ o= x

143



De esta manera llegamos a definir funcionalmente la esta de naturales, y lo que
es muy importante, su vinculacion con la suma.

6.-Dados los corjuntos
A= 1 ma:pa;so(
B= {hita}

representar en un esquema cartesiano AXB. Completar:

Para encontrar el nimero de elementos de AXB, cualquiera de las siguientes ma-
neras es vilida:

~ contar todos sus elementos;

~ multiplcar 3x2;

~ multiplicar 2x 3

El nimero de elementos de AXB s igual al producto del nimero de
elementos de A por el nimero de elementos de

(AXB)=n(A) xn(B)
Observacion: los dos signos X tienen significados completamente dife-
rentes, uno esté ubicado entre conjuntos  l otro entre nimeros.

7. Consideremos la funcion de N en N:
Tx-5x

~ 4por qué es funcién?

~ jtodo clemento de N es ima

La elacién reciproca R de f ges funcion? R (,) =

(Es{ una biyeccion de N en N? ;Por

~ {Qué subconjunto de N habria que el!gx como conjunto de partida de R’ pa-
1a que R sea funcién?

Generalizando el cjemplo anterior a Ia funcion de N en N:
txoax

y analizando en ella la imagen de un elemento cualquiera “c” se llega a la siguiente
definicion:
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ay b son dos natural
i smilliplo de 1, entoncs = b.q

d es el cociente
— 573" no esméTtigo de -
donde q es el cociente; < b

entoncesa=(b.q)+1

Este anilisis funcional de la multiplicacién nos permite ver la division como lo
que es: a inversa de la multiplicacion.

8. Sean dos funciones de N en N:

fixo3c
Bixo2x

012345678910
B e e
f

012345678910
At

g
012345678919
A
2) Trazar en los dibujos anteriores algunas flechas de los esquemas sagitales de
estas funciones.
b) Llamemos “h" a Ia funcién g o f:
;Cuil es Ia imagen de 1 por h? ;Y- de 27 Trazar algunas flechas del esquema
gl de b Complear:

c) g ”e; Ia funcion compuﬁufoh Completar:

“p” es la funcién compuesta h o h, completar:
pix-.

9.- Analicemos ahora Ia relacion G de N X N en N tal que a cada par (m, n) le hace
cortesponder mxn. ;Es funcion? ;Es biyeccion? ;Es “x” ley de composicion de N?
Analizar cada una de las propiedades de las leyes de composicion. Es x en N un
grupo? ;Por qué?

10- Estudiaremos ahora otra propiedad importante que vincula la adicién con el
producto.
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3) En el siguiente esquema reemplazar las letras m, n y p por nimeros, y efec-
tuar las operaciones segin lo indican las flechas

=

E\@/III
i)._lj/

Volcar los datos en la siguiente tabla:

m
n
»
T

b) Conlos mismos datos y segin el siguiente esquema, completar la abla:
= /E’\gE
o
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[Tm]
n
3
r

Comparar los resultados en las dos tablas, ;qué se observa? ;Por qué?

Indicando con paréntesis el orden de las operaciones, tendremos en el primer
esquema:

mx (n+p)

y para el segundo:
(mxn)+(mxp)

decir:
mx (n+p) = (mxn) +(mx p)

La multiplicacion es distributiva con respecto a la adicion si, cuales-|
quiera que sean los naturales a, b, c se cumpl
a.(b+c)=(a.b)+(a.c)

La multiplicacién jes distributiva con respecto a la sustraccion? La interseci
enteecorjunto ge dstrth con tespecto 81 uién? (Y con eapecto i dife
rencia?

“En general:

Si para dos operaciones (o y *) cualesquiera se verifica que
o(b*c)=(aob)s(a0c)
diremos que Ia operacion o se distribuye con *.

Ficha3 Ejercicios con nimeros naturales.

Ante la simplicidad del tema operaciones con nimeros naturales, y el interés de

plmun ejercicios de todos los cnm:mdos desarrollados, optamos por incluir en es-

ta fichs algunas activdades que nos parecen ineresantes por s presentcién, Pero

gin caso s tata e certion, sino de bisqed racional:requio

i alestor o empleo de las operaciones con naturales, que no siempre estin de-
talladas....

Engontraros nomerosque e
2) En est soio do esquems, cadacirculo de un grupe horizontalde cuato g

147



-

£53160

i)

ficos, tiene la misma “ley” de solucion. Esa ley o clave, debe encontrarse analizando
exhaustivamente el primer circulo, que presenta datos y soluciones. En todos los
casos, el nimero central rodeado por una linea, es bisico.

Por ejemplo, en la linea ) (que tiene 11 en el centro para el primer circulo) cada
sector del primer citculo presenta dos nimeros, cuya suma es 1. Los tres citculos
siguientes incluyen nimeros que, en un mismo sector, si son sumados dan como re-

™)
27
)
&
D)
N

Dke
)|
%‘,
0
&7

K
£5

L |3

Con
&,
R
&,
TS
&

€5y
D RY

NN
RS

<
€53

(DB

<5
,} %m (D3
™
VNS

£
N
£
J

S
%



b) En esta serie, no se presenta nimero central, pero hay una (o mds) operacio-
nes q i un sector al otro, jhay i rayita grue-
sa indica el punto de partida; el recorrido del circulo se efectia en el sentido contra-
rio al de las agujas de un reloj.

Gl

@

A\ | N/

AV
AV

AVA
VAV,
&

<D
g
4

Ejemplo: en la fila i) se parte del 4 para llgar al 24, siguiendo el siguiente tra-

&g

é NN AR
VAYLVAVISAVIISTAY.

g

VAV

B

yecto:
42629131824

4qué operaciones con naturales se emplearon? Por lo creciente de la serie olo es
posible sumar, multiplicar potencias. ;Cudl de esta pe

mite pasar del 4 a 67 Claro, sumar 2. ;Y de 6 a 97 Si, sumar 3. Es decir que el cami-
no operacionalmente adecuado para recorrer esta primera serie horizontal de circu-

ses:
$243 544> 45> 46

Aplicar Ia misma regla en los trescirculos restantes, atendiendo al punto de par-
ida, e sentido antihorario de circulacion.y I icos de cada ejemplo.

©) Aqui se presentan i
ique es nico, por supuesto!):




2-3)

b)

C)

‘para cada
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~ Elegir dos digitos diferentes, distintos de 0.
~ Escribir de dos cif

S pusionrope s s $0n e smeoe.
Gl suma S de s ciaio e
b asuma.s de Lo dos 0o,
~ Calelar ot 408 pors.
- Hacer otz eemconpatend deotos dosdighos
~ {Qué se observa? ;Cuil es Ia explicaci
~ Elegir dos digitos diferentes distintos ‘o0,
Con esas cifras escribir todos los niimeros de tres cifras.
Se pueden repetir los digitos. Son ocho mimeros.
~ Calcalar la suma S de esos ocho mimeros.
~ Calcular Ia suma s de fos dos digitos.
~ Buscar el ociente de § por s

E

Qué se observa? ;Cudl s la explicacion?
~ Elegir tres digitos diferentes, distintos de 0.
Con esos tres digitos escribir todos los nimeros de tres cifras utilizando

~ Calcular 1a suma S de esos seis ndmeros.
— Sumar fos tres digitos. Esta suma se llamars s.
~ Buscar el cociente S : 5.

acer
~ iQué se observa? ;Cusl es I explicacion?




3.-Juego de deduccion:

Tres chicos, Alberto, Benito y Cecdm han juntado sus autitos de coleccion. Hay
Renault, Peugeot, Citroén, Fiat y F

~ En total son 88 autitos.

~ Benito tiene tantos como Cecil

Z Elmimero do autosde Albrto o el dobl del nmer de autos e Benito

~ Benito no tiene Ford.

Cecili tiene tres Ford mas que Alberto.

~ Benito tiene tantos Peugeot como Cecilia Ford.

- El nimero de Peugeot de Alberto es el doble del nimero de Peugeot de Benito.

~ El ntimero de Peugeot de Cecilia es la muzd del nimero de Peugeot de Alberto.

~ Los tres tienen igual cantidad de Renay

~ Benito tiene dos Citroén y cuatro veces i de

~ El nimero de Citroén de Cecilia es el doble del aimero de Citrén de Benito

~ Eltotal de Fiat es 17.

~ Entre todos tienen 7 Ford.

~ (Cuntos autitos de cada marca tiene cada nifio?

NOde
autitos de | Renault | Peugeot | Citroén | Fiat Ford
cada chico

Alberto

Benito

Cecilia

Total

4.-Resolver los siguientes célculos teniendo en cuenta que la flecha orientada hacia
1a derecha, ubicada sobre un natural, indica que se debe trabajar con el siguiente de
dicho mimero y Ia flecha orientada hacia a izquierda, con el anterior. Ejemplo:

52 i E+3=9
De+ 4=
Bio+ 7 =
99 -5 =
07 -0=1%
93 +0-1b
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pb-G-2

PEx 0=

mox 6=5

pOxB0-0x0

Aencion: Si en una misma ccuacion las figoras de as incbgaitasson iguales, deben
or Sison distintas, po

5.-Sea el conjunto E:
E= ;o,1,2,3.4,5,5,7,5.9,10,11.12‘13.14.15(
4) Escribir por extension el conjunto D de los elementos de E que son miltiplos
b) Escribiz por extensién el conjunto T de los elementos de E que son miltiplos

c'oiam os elementos de 5 enun diagrama deVeny dq)llﬁ: en un diagrama de

c) Escribir por menubn o TiDOT,
‘Escribir por extension el conjunto S dz los elementos de E que son miiltiplos

e

Qué igualdad puede escribirse utilizando los conjuntos S, Dy T

d) Escribir por extension el conjunto F de los elementos de E que son miltiplos
de 4. Comprobar que F es .llbcnnjul\lo de D. Representar en un diagrama de Venn.
el conjunto E y las dos

¢) Colocar en el d.umnu de Carroll siguiente los clementos de E. ;Qué puede
decirse de los clementos de F N'T?

Algnas casls de st dgrama estin vacis. Rayaas  expliarpor ué o
hay ningin elemento en esas casillas.

6.-Dados:
X : conjunto de los mltiplos de 10 menores que 69.
Y : conjunto de los miltiplos de 15 menores que 69.
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Z : conjunto de los mitiplos de 5 menores que 69.

) Esribi por extensitn o conunts sigienes
NY,XNZYNZXN

b) Lc.m e el menor miltiplo comiin a 10, 15 y 5, distinto de 07

7.-El conjunto Dy de los divisores de 8 se escribe:
De= {1

) Escribir por extensién los conjuntos Dy, Do, Das ¥ Deo.
b) ;Qué inclusiones pueden escribirse entre algunos de estos conjuntos’
<) De las frases siguientes cudles son verdaderas? Explicar cada vez la n:p\lem
“Todo divisor e 15 es divisor de 30,
“Algunos de los divisores de 30 no son divisores de 60"
“El natural 1 no es un divisor comin a 30, 60 y 45”.
“Todo divisor de 60 es divisor de 15”.
d) Liamemos E al conjunto de todos los naturales de 0 a 65. Dibujar un diagra-
ma de Venn para representar E y los subconjuntos Dys, Do, Das ¥ Deo.
) Escribir por extension Dys N Dyg; Dys N Dgo; Das N Deo. ;Cuil es el ma-
yor divisor comdn a 15 y 30? ;Cul es el mayor divisor comiin 245y 607 ;Cudl es
el menor divisor comtin a 15 y 307 ;Y a 45 y 607

. 4:8)
48}

Fichad4 Concepto de niimero entero, Operaciones en Z.

1.-Jugo de las fichas:

2) Vamos a jugar entre compafieros. Se necesitarn cartoncitos de dos colores
(amarillo y rojo, por ejemplo). Sobre cada cartoncito amarillose escribe un natural
(0,1,2,3,4,5,6,...) idem sobre cada cartoncito rojo.

Preparar una cuadricula del tipo de la siguiente, que tenga unas diez lineas:

sentido rojo sentido amarillo

lSR lsn lm FR lm M ulwh_lA Iu l:m |4A ISA léA lpu sacado
\ (533)
|
|

L1
[ 11
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b) Regla del juego: el que empieza coloca una ficha en la casilla e salida. Saca
primero un carién amarillo y después un carton rojo. Supongamos que en el carton.
amarillo habia un 5 y en el cartén rojo un 3. Movemos la ficha § casillas segin el
sentido amarillo —sin contar Ia casilla de salida- colocéndolo en Ia casilla SA; a par-
tir de la casilla SA, movemos la ficha 3 casilla segin el sentido rojo. La ficha se ha-
llacd, en definitiva, en I casilla 2A. Dejamos la ficha en esta casila y anotamos en
e extremo de la inea correspondiente el par (5;3).

Ponemos de nuevo en juego los cartoncitos sacados. E otro jugador vuelve a em-
pezar con otra ficha, siempre a partir e la salida, efectuando el movimiento que
sus cartones le indiquen y anotando el “‘par sacado” en el ceslecorepectv.y
iuceslvamenle ‘hasta que todas las lineas del cuadro estén llen:

Sencion: 10 contunds ofpar (5 3) v coloa s fichs n 14 cstla 24 com e
par ot 5) quelscoocria ena cull 2.
ando la columna del “par sacado” esté completa, se retinen todos los resul-
{ados hallados on a clase. Anotar on ana misma tareta 0dos lospars que colocan
1o ficha en la casilla 2A.

Los pares como (4 ; 4), (6 ;6), ...estarn en una misma tarjeta que se puede lla
mar OR. ;Cémo podria llamarse también? A partir de ahor Ia lamaremos simple-
mente 0.

‘Con los cartones fabricados, ghan aparecido en Ia clase todas las parejas posibles?
Completar las taretas imaginando los pares que faltan.

De haberse tenido més cartoncitos se hubieran escrito otros pares en las tarjetas
y se hubieran obtenido otras tarjetas. ;En qué tarjeta se escibiria el par (124 ;127)?
0 el par (62 ;45)? ;Cudl es el segundo témmino del par (67 ; ) sabiendo que esti
escrito en l tarjeta 13R?

car en cada tarjeta el par que conduce Ia ficha a 1a casilla correspondiente por
¢l camino més corto. Enmarcar este par. Para la tarjeta 3R es el par (0 ; 3). ;Qué
pu ma pm Ia tarjeta 4A? ;Para la tarjeta 07 ;Cudl es el nombre de la tarjeta que
rcado el (x 5 0)7 Cudl s el nombre de Ia tarjeta que tiene enmarcado el

(097 JCu e o nombre o1 tata e iene snmateado 1 par (0101

2.Juego de las casas:

4) Recortar sobre una cartulina unos 20 cuadrados y también unos 20 tridngu-
Tos. Con un cuadrado y un tridngulo se puede formar una casa.

Tomar al azar, sin contarlos, cuadrados y trdngulos y formar tantas casas como
se pueda. Por ejemplo, si s han tomado 3 cuadrados y 4 tridngulos se forman 3 ca-
sasy queda un tringulo. Escrbir el par (3 4) en I tareta llamada IT. Si e han to-
mado 11 cuadrados y 5 tridngulos,se forman  casas y quedan 6 cuadrados. Escribir
o'par (11 +5) en T tareta Hamada 6C; escrbi o110 pare e etatajta, Formar
también las tarjetas llamadas 1C, 2, 3C, ...y las lamadas 2T, 3T,

3 Juego gl guds:

El guarda de un colectivo de la linea Neuguén Bahia Blanca cuenta los pasajeros
antes de llegar a Choele-Choel. Después de haber parado en Choele-Choel, vuelve a
contar los pasajeros y anota en su libreta *3 mis”. Puede ser que hayan subido $ pa-
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sters y que bjaan 2. Ete suposcién posile s i mediants o par (5 .2).
Hal
{os? Anotar 1os pares corespondienes en a tarieta lamads 3 més”, Compirarls
con una de las otras del juego de las fichas o del juego de las casas. ;En qué caso se
obtendria el par (2 ; 5)? ;Qué anotaria el guarda? ;Qué pares nos conducena lamis.
ma conclusion? Resumir esto en una ficha. ;Cudl es la ficha correspondiente en el
primer juego? ;Y en el juego de s casas?

4 Compara I tarfets 3A de primer juego I tarft 3 doljuego do lascaas y la
farjeta *3 mis” del guarda. To los mismos pares. Una sola tarjeta pue-
e st aas tes T damaremos “3°

el mismo modo, las tarjetas llamadas 3R, 3T y 3 menos” se podrin sustituir
por una sola tarjeta llamada “3™”". Las uq jetas SR, ST y “S menos” pueden susti-
tuirse por una sola tareta llamada “5 ™,

5 Considera stos pares de naturaes: (16 §13), (7 54), (3101, (45 ). 5 2. Tie
e todos una propiadad cominl primes témino e peror ol segundo y a dife
rencia es 3. Son pares (a ;b) tales que: a — b =3

No escribiremos todos los pares que tengan esta propiedad, peto podemos g
nar el conjunto que forman: es infinito y lo designaremos por

3= ’}"(3 500, (431),(532),(633),(734), .., (125:122), .. }
3* esuin entero.
6.-Damos hora un cuadro para representar algunos elementos el conjunto N X N.

Los pares escritos entre corchetes conducen al mismo entero, ;cuil? La misma pre-
gunta para los pares entre paréntesis

4 2;4)
3 1;3)
2| (0:2) [4;2]
1 [3;1]
0 12;0]
] 1 2 3 4

Bl%nbn en el cuadro algunos pares que sean clementos de 3°, algunos de Oy al-
gunos
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Definimos asi el conjunto N X N de los pares de naturales, una relacion que

llamaremos
(85980050 sgnifcnque 151y () o lementos del i et
Esta relacion permite clasific N,
o una relacion de equialoncia. Cada clase e un enter,

7-Elconjunto 2= §0,1%17,2%,27,3*,37, ... { se llama conjunto de los
Elconjunto Z* = § 0,1%,2%,3",

tivos.

Bl conjunto 2™ = § 0,17,27,37, ..} se llama conjunto de los enteros ne-

ivos.

{ se lama conjunto de fos enteros posi-

H vz

8.-En ¢l juego de las fichas, jugar dos veces seguidas. Si se saca primero (4 ;6) la fi-
cha se mueve 4 casillas segin el sentido amarillo, dz:p\\ésé casillas en el sentido ro-
jo, llegando a la casilla 2R. Si después se saca (5 ; icha se desplaza S casillas
segin el sentido amarillo y después dos casillas segin ey rojo. Llega en defi-
nitiva a la 1A.

Desputs o aprimer juga, I fch e deslazt 4 casla segin o sntido sme
illo, dupués de la segunda jugada se desplazo cm.llu sogﬂn el sentido amarillo.
Después de Ia primera jugada la ficha se desplazd 6 casillas segln el sentido rojo,
después i seponda jupad s despla 2 csilssegin ol setido oo, iy
e l\ubww desplazado 9 casillas segin el sentido amarillo y después 8 segiin el senti-
do 0jo, 0 sea como si hubiese sacado el par (9 ; 8) jugando una sola vez, ;en qué
culla 3o encontrata shon?

(4;6) y luego (5 ;2) puede ;usnztum! por(98).

(938) pertencce a la tarjeta 1*
e otro g dela it 2 ditinto ol (4 56) despus ot d a wiets 3%,
disinto sl (5 ;2)y joga comoen o pmato anter
mpezat de mievo dos o trs veceseligiendo semprs un par en a aeta 2 y un
par e y resumir los resultados en el cuadro siguiente:

Sustituimos por que pertencce a la tarjeta

(4 ;6) después (5 ;2) ©:8) 1"




Para resumir estos resultados se puede escribir:
T3t

y decir que Ia suma de los enteros 2™ y 3* es 1%,
En general, para sumar dos pares de naturales (3 ; b) y (¢ ; d) haremos
(@30 +(c;d)=[(a+c);(b+d)]

9.-a) Jugar dos veces seguidas al juego de las fichas. Sacar primero (S ;2) y después
(4 ;6) ;donde se encuentra finalmente la ficha? Si se hubiese sacado primero (4 ;6)
¥ después (5 ;2) ;donde se encontraria la ficha?
Sindoay b eneros usleyuies, £ +b = b+ 1.
en Z es conmutativa.
b) Si se saca, al jugar dos veces seguidas, (1 ;) y después (2;2) ;dénde se en-
contrri 1 iha finamente? e pusdereaumi o ponendo:

Site bl sacado (2:2) y después (1 ;5) jeomo se habria resumido?
Busea en el conunto Z o entero  ales qe:

- bt Disi g que U e e clemento neutro para I suma de o entercs.

El opuesto o simétrico de b se anotaré “op (b)”. Todo entero tiene un opuesto y
s6lo uno:
bop(b)=
4 Complzw TS
+6"

3' + (7 +6*
(Qué se verifica?
Siendoa, by ¢ enteros cualesquiera:

(a+b)+c=a+(b+c)

La suma en Z es asociativa.

10.- Reswniendo:

Sumaen N Suma enZ
Es conmutativa. Es conmutativa.
Es asociativa. Es asociativa.
0 esel clemento neutro. 0 es el elemento neutro.
Solo 0 tiene simétrico. Todo enterob tiene unsimétrico:
0=0 b+op(b)=

Analizadas las propiedades de la suma en Z vemos que es grupo. ;Por qué?



11 ) Si“a” designa 7,y a = b. jqué designard b7
EnZ, = bsignifica: a y b designan el mismo entero.
b) Sia=bysi‘a” designa 9”, jqué designaa+3*? jy b+3*?
Completar:

sia=b, entoncesa+3* ... b+3"
a,b, ¢ representan enteros cualesquiera:
sia=b,entoncesa+c=b+c

idad a = b nos lleva a una nueva igualdad si aiadimos ¢l mismo entero de
unlado y otro del signo igual.

12 ) Seauna jgualdad: x+7* =y +
til

izar la propiedad anterior; i e W yotrola-
do e signo g’ s obtiens una s gulésd. Afadamcs op (7%), es decic 7
L E y+7r +T"

Secbtienela nuea @mm

Y.
Es decir:

x=..

b) De modo més general, sea la igualdad:
Xtz =y

Anadimos op (2):

+z4op(z) = y+z+0p(2)
Se obtie

+.

x+.
Se obiene, pues, la igualda
x

.y, rprmntan etecs g
Hr=ytz, entoncesx =y
Se dce que s ha smpifiado por 2.

13 Soa una scuacién en 2
Se tiene la iguald "
Afadiendo op (3* ), es decir, 3
Se obtiene la @naldzd

e donde




El tinico entero que puede ponerse en el sitio de X para obtener una frase verda-
dera, es el entero 5~

<
EnZ, el conjunto de fones de esta ecuacion es el itariof5~ §
14.- Buscar el conjunto iones para cada una de
47

15 ) Laecuacionx +3” =
osea: x+3~ +0p (37 ) 5*+0p(37)
o dan ecuacon; x =S +0p (3,
neral: Ia ecuacion x +a = b, osea x +a+op (3) = b+ op (a) nosdala ecua-
clbnx = an (a) (se escribe “b — a”). Es decir:
b+op (a)

Se obtiens d esta manera 1a rsta 6 Z
b) Completar:
s

iLa resta es conmutativa en 2
Completar:

(8" -47)— * —

Compmr estos m(uludox LarestaenZ jes asaciativa?
Completar

; 0-8"
El entero 0 10 e elemento neutro para la esta.

16 a) Estudiamos ya la suma en Z. Amplia la suma en N. La igualdad 3 +5 =8
es verdadera tanto en Z como en N. Conserva las propiedades de la suma en N: la
suma en N es asociativa y conmutativa, ocurre lo mismo para la suma en
El natural 0 es elemento neutro para la suma en N; el entero 0 es elemento neu-
tr0 para |1 suma en Z.
Del

inves enZ. ar fa mul-
tiplicacion en N. o pmpudzdes de Ia multiplicaci
~ Sea un producto de dos naturales 3 x = JsEda igualdad es verdadera en N.
Se tiene jgulmente en 2° ; 3*x 5*

en N es conmutativa. La

- La en Z seré también
conmutativ
 Sabommis mltipliea un natural po . Compltar: 3 x
x gualmente el producto de un entero wdq\.uera por0es0.
~ EnNh mulnplu:mbn es distributiva respecto a la su
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siendo, b, ¢ naturales cuslesquiera:
ax(b+0)=(ax b) +(axc)

ax(b+0)= (|xh)+(xxc)
b) Sabemos que 3° x 5* ls'pﬂnmd.lvhnoubemmr.ﬂ;\llari x57.
5 desgoamonpuc 4 .a’xs’"ypm'v' “ caleularu +v:
x5+ x5)
X ()

z xSl x5b

3 S'x2
Bl Ahun sabemos calcular 3* x s‘, ‘pero no sabemos calcular todavia 3~ x 5™
Siendo:
x=37x57
y=3"xs"
Completar:

3" x57)+(37 x5
" x ()

Ficha5 Ejercicios con nimeros enteros.

Bl lector habr observado que utilizamos una manera diferente para designar los
enteros. Las expresiones 5*, 11, 7-, 3*, etc, reemplazan a las habituales de +5,

~11,-7,43, etc.

‘Hemos decidido emplear esa forma de escritura (que o es idea original nuestra)
por razones fundamentalmente pedagbgicas. Se produce una pronunciada separa-
cion (que tiende a evitar confusiones) entre ¢l signo de la operacion a efectuar y el

signo del nimeroa operar. Se educe la presencia de paréntesis.

didicticas emitidas por docentes que dialogan sobre las dificultades del npnndm
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je del tema por parte de sus alumnos. Hemos pnmup-dn en clases piloto donde se

trabajaba con esa nomenclatura (en Francia, Alemania, Canads, Espafa e Italia) y
comprobado cbmo podian reducirse algunos de los pvim que habitual-
mente encuentran los estudiantes para dominar el trabajo con enteros.

Los mismos resultados obtuvimos en cursos de matemitica en los Institutos
s Fomciin Doomia d J prvdaci do Rio Nopro, e o cules 1o skmacs
maestros nos explicaban, desde su punto de vista de aprendices, las ventajas que
producia un simple i 0 designacion. Finamente probamos, on 1975, el tev
tamiento del tema con los alumnos del séptimo grado piloto-experiment
Po de Prcomatemitica que dingimos, ambién Con abaemaciones muy prd
en cuanto al dominio m tema, empleando I nomenclatrs que optamos por in
cluir también en este trat

Fers setncital Un slo cambio de denominacion no puede producic milagios.

incluirse en un proceso metodologicamente bien fundamentado y realimen-
tado de continuo en ncon de 1 experiencias recogidas. Tustamenty éatas n0s
indican la conveniencia de dedicar mis tiempo y esfuerzos a la introduccion del
concepto de niero caiero y 4 1 fundamentuci de s opEraCioncs Y e YO
pledades. Croemos e 5 o 1 log, n abidad y docini del olul Hegtn
racionalment

En los q"nicins de los apartados 1,4, 11y 12 de esta ficha presentamos (como
ejemplo que el lector podré extender a todo lo expresado en esta fichs) a designa-
cién de los nimeros enteros tanto en la notacion que hemos adoptado, como en la
habitualmente utilizada para ellos.

L-En n cundado mdgin, e obtien f s afmeto ol sumr o lmentos o
de una misma columna o de una diagonal. Completar el siguiente
cuadrdo m&gxm (con Ias dos notaciones)

23~ 10 23 10
16”11~ 137 16 |11 13

8 |19 -8 |-19
9 15~ [63* -9 15 | +63]

2.l tridnglo siguiente presenta “casilas” en blanco, que deben completarse con
el mimero adecuado que pemita licgar exactamente al “Vértice inferior”. Este es-
quema presenta nimeros vinculados entre si por la siguiente regla:

a b
N
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Completar el tringulo:

VAAAT
VAT
\ N

\/

3B esun onfunto depares de naures,
Completar:

Seana, b, c, d, mmnlu‘ términos de 10; ‘pares que son elementos de E. Defina-
mos en E Ia relacién @de la siguiente fom:
(a:b) R (c;d)significan+d = re
Dibujar el esquema sagital de 6. ;Es & una relacion de equivalencia?

:0) ©;4)

;9
(3;7 .

@1 (20;25)
4;13)

4.-Resolver cada una de las ecuaciones siguientes, indicando cada vez el conjunto de
las soluciones:

(nomenclatura de la Guia) (nmnenchmmbmu)
107 +x-2" =6~ ~10+

107 -x=2" -6~ —]0—x—1—[6)
op ()6~ =441 (—x) +(-6

6" +x+0p (x) % 6+x+(-x

3t 2" F(u)»i'*6‘ u+3—(2)
opa+27)=4 Tareni-4



5.-Sea 0> Ay los pares de enteros (2* ;3°), (1 547), (0;57), (6
2) ;Cudles de estos paresal colocn]os en lugu de (B3 danum frase vm‘hdz-
ra? Elegir uno. Dando a m valor 5, c:

o mxa
Completar mediante > 0 < :
mx .mxd

b) Empezar de nuevo, dando a “m” el valor
¢) Resolver ofra vez estos dos ejercicios pretet S A pares hallados ena).

6.-El conjunto E es un subconjunto de

=417:0:1%:2

La nhnlbl Ren E esté definida por “es el opuesto de’

2) Dibujar el esquema sagital de & . ¢Es reflexiva esta reacion? ;s simétrica?
itiva? Esta relacion ;es una funcion de E en E? ;Es una

para trazar el ital de

b) Utilizar libuj
puesta & seguida de .

IEOEO

Para esta relacion compuesta ;qué s puede decir de la imagen de un elemento
deE?

7-Tomando como dato el mismo conjunto E del apamdu anterior, dibujar los es-
‘quemas cartesianos de las relaciones siguientes en E: " <", o)
Escribir el conjunto de pares ordenados de cada una de xn relaciones que llama-
remos G, K y K respectivamente.
SeaPel pmdmounemnEx E. ;Qué puede decirse de 3 UK? ;Y de G N
K.Y de GNK? ;Y de K NK?

31%:2%3"

8- Camdmmm o ity
Sea la relaci
b2 e
deorgrnon Sy i o en' formado por el conjunto de las imégenes por G de los
clementos
Para cada elemento *y” de S, calcular y +3*
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Dibujar ¢l diagrama cartesiano de la elacién G. .

Considerar otra relacién:
de origen en S y final en C, formado por el conjunto de las imagenes por 3 de los
elementos de S.

Para cada elemento “y"” de S calcular y — 3*

Dibujar el diagrama cartesiano de la relacion X.

9.-Con el fin de comparar sus aptitudes deportivas, cuatro muchachos de la misma
edad: Pedro, Juan, Enrique y Luis, deciden realizar cada uno cuatro pruebas: salto
de altura, carrera de velocidad, lanzamiento de peso y subida de Ia cuerda.

Para cada una de ellas pueden obtener puntos de bonificacién, s e resultado con-
seguido es superior al resultado promedio de su edad (resultado indicado en un ba-
temo ofical); pueden perder puntos (por penalizacion) i e resultado conseguido es
inferior al resultado medio.

Estos son los resltados: (as bonificaciones estdn indicadas con un nimero sub-
rayado, Ias penalizaciones con un nimero encerrado en un circulo):

Pedro

Salto de altura 3
Carrera de velocidad [0)
Lanzamiento de peso 2
Subida a la cuerda 4
‘Total de puntos buenos 9
Total de puntos malos
Par que resume las dos

dltimas filas :®D)
Nimero entero

representado

por este par 8*
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) Completar s columnasrefeente  Juan, nvique y Luis

b) {Qué pares hubiesen podido dar 8*7 ;Y 4

) Estos muchachos deciden después hacer una clasifcacion por equipos de dos.
Pedaoy Jan po unado  Encige y Ll ot ot Compltar prte o de
las dltimas columnas de I

@ Estos cuatro muahwho: forman luego un equipo de cuatro (es el equipo
n° 1). Siguiend 2
obtuvieron respectivamente los resultados: 6, 5*, 3~ y 1°.

Cuame, mudlwhu de un tercer equipo consiguieron espectivamente los results-

eq\npn selmésfus

7 ;Y el més flojo? Justificar las respuestas.

- yes
p) Reempl:uv B 3-1b por 7y por 8 Efectua s el ndcados
enel esquema:

o | A
0+O-..
bxc_o-——] I

1Qué signo corresponde ubicar donde est el de interrogacion?
b) Repetir e ejrcicio cambiando los valores asignados aa, by c.
©) 4Qué propiedad ejemplifica ste ejercicio?

11.- Completar Ia tabla iguiente:
3) Empleando la nomenclatu

a|b|c| (a*tb).c atb.c a.btc a.b.c
2 |6* |37

127 8* 24"

1" ar 0

45~ 129* 13"

|z u*
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D) habitual de I

alb]ec| @+d).c atb.c a.b+c a.b.c
EE]
12 8 2%

1 3 )
45 [ 29 13

- 2 84

2 Comleus o ent cuprado mégin de mtplecit, El roducto e
IA ida columna, de cada fila y de cada diagonal es fijo, y en este
qempln ese vllox mmnu de producto es 4096 (0 —4096).

i) nomenclatura Gufas ii) nomenclatura habitual

128 8 —128 8

3¥ 1

b) Al completar cuadrados mégicos se realizan numerosos célculos (jexacta-
‘mente cudntos en el cuadrado. de 9 casilleros?) y se aplican la operacion directa (en
s caso multplccin)y s ivers (on st caso division). Eletor decubi
ripidamente que se trata de un recurso didéctico sencillo pero muy eficaz para la
ejercitacion del céculo.

Re i

1) nomenclatura Gufas ii) nomenclatura habitual

12t 12
48" 48
192" | 6™ 192 | -6
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Ficha6 Concepto de nimero racional. Operaciones en Q.
Conjunto de decimales.

1.-El lector conoce expresiones numéricas‘como 3 . E. L. Esos nimeros pueden
9
considerarse como pares ordenados (3 ;4), (8 ;2), (1 ,9) enlos cuales el primer ele-
mento del par es el numerador, y el segundo el denominador. Serfa, esta ultima,
otra manera de escribirlos, pero que no altera, en absoluto, el concepto de mimero
racional ya visto en primaria y secundaria.
En general: 2 puede escribirse (a ; b), siendo a un elemento cualquiera de Zy b
un elemento cualquiera de Z, excepto 0.

% representa el mismo némero que (5 ;...)

’;- representa el mismo nimero que (... ;3)

representa el mismo nimero que (11 ;17°)

; representa el mismo nimero que
4 representa el mismo nimero que (.

l—g_ representa el mismo nimero que (...

2.-En una clase de 24 alumnos, estdn presentes hoy las 2 partes.

(Cusntos alumnos son? ;Como se procede para resolver este problema? Efectiva-
mente, a 24 se lo multiplica por 2 y uego se divide el resultado por 3, o bien se lo
divide por 3 y al cociente se lo multiplica por 2. Las 2 partes de 24 es 16.

3

Este cjemplo 1as fracci binacién de dos ope-
raciones: producto (en el numerador) y divisién (en el denominador).
24-x2 16
24-:3>x216
0, resumiendo:
24-x %» 16

1) ;Cuénto es 4 de 100? Expresarlo mediante combinacion de operaciones:
100>x 4?7

100-x .. 1.7

167



) 40us partercconaia de 32 5200
32572
iHay vna i fcsién que, aplicada a 32, dé por resultado 207
3.Veremos shors una reacién do uqulvll!nm que el lector seguramente habré en-
que tal vez no by analiz
Conddnmnubohcuniubohil}.“kx 0 los 4 es lo mismo, en ambos

casos se sacarén 8 boli

Se dice que hxfneuom§ y4 40 son “equivalentes”. No

son guales,
pramapie conjunto de las aaciones b e Fr o0 equivalente 2.
4Es una relacién de equivalencia? ;Por qué?

4-La cla ia de la fraccion 2 es el

que es un “imero racional” o simplemente “un racional”.
C6mo seecribe 1 clase de  fraceén &2 ,Qué lmentos ine? ¢ puede

En la préctica - n(ua.ldxd ss i abusiamente,puslas fraciones 2y & 10

son iguales sino
Elmimull:{u'xulhlucbml LT
(Cuiles a diferencia entr fraccion y racional?

5.-Elegir una fraccién, por ejemplo7 , multiplicar por 3 su numerador y su denomi-

Contestar

nado. La facitn tha cambiado? l rcionl corespondiane b cambid?
3porus

6.-Definiremos ahora en forma general la relacion F del apartado 3: sean dos frac-

ciones &y € (a c son enteros, b y d dos enteros no nulos), por lo visto en el aparta-
b d

dos:
a y ¢ phe
b a Pyl
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¢En qué condiciones 3- 4 y b. ¢ son equivalentes?
b.d b.d .
De alli se deduce que:
2 p ©siysolamentesia.d=b.c
b d
7.-En esta ficha los ni racionales de distis
come par ordenado, como combinacién de operadores y como clase de equivalen-
cia. Por razones de comodidad y uso habitual seguiremos hablando de niimeros ra-

cionales, pero sin olvidarmos de la amplitud que el concepto tiene.
Se llama “Q” ¢l conjunto de los racionales, que inchiye a Z y por lo tanto a N:

Q= {@b/aczybe@\ o} )}

8- @"@‘@‘

,;Puedo pus w27 mulu'plmdo ‘por un solo nimero? ;Cul?

Smnpre - pxa:n'.l un némero como dato o estado inicial y una serie de
(operadores ‘para obtener un resultado o
tads. fin, poeds secmplasase o cadens de operagores por un slo operador,
por apliacion de I propledad ssocativa del el producto. P femplr
.) Reducir la mwnlo cadena de operadores multiplicativos:

b) Cumplﬂ.uy reducir la cadena:

?D:.@@-

o~ @) - @ @-
® -

) Transformar la siguiente cadena reducida en una cadena “larga™:
- @ -m

Trabajemos ahora cadenas para division:
B-(-0-6
B-@-
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operacion corresponde realizar con los operadores *: 2”y *: 3 para redu-
e T L propieiad que pesmite “somphbeat- una sore de Aivsones, no
tiene un nombre determinado, pero es muy usada por su practicidad.

9.-a) Reducit la siguiente cadena:
8-0-Q-0-
-O-0

b) “Alargar” la siguiente cadena:

@-@ -

<) Completar y luego reducir, la siguiente cadena de operadores:

educir y cnmpl:m

Estas cadenas pueden expresarse con operadores fraccionarios de la siguiente
e
Q-

Es decir que:

v

v

x7 x2equivalea x 14
35

y abusivamente, pero en forma mis habitual:

=

Ix2=
35

1
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y en general:

11 Teniendo en cuenta que la division es a operacion inversa de la multipliccién,
se tiene que

' MO
~©~.(u

Para pasar de 18 2 30 se emplea un operador fraccionario ;de qué clase dentro
de la particién de Q?

B-0- 8

evidentemente:

®- Q-

Si se reemplazan los valores de (1) y de (2) en el original del ejercicio:

de donde se deduce que:

:3 esequivalentea x 5
5 3
¥ en general:

.4
c

12 Para resolver 1 * l qué propiedad estudiada puede ayudamos? Debemos re-

cordar que cada rasn pertenece a toda una clase de fracciones equivalentes. Por
convencion esa clase suele representarse por 1a fraccion irreducible perteneciente a
snclas, enendiéndos or fscion educible s avelsen oo umersdory

denominador no tienen un divisor comiin (por ejemplo: % X L‘ 1
1
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De acuerdoa ello:

3 pm-mpmwpor_,i.ﬁ.ﬁ.m

10 15 20 25
2 puede reemplazarse por 4,6, 8 ,10 12 etc,
6 9 1215 18

3 4+ 2 esequivalentea 9 + 10 que esiguala 19
5 3 15 15 15

13.- Aplicar fraci i resolver I

9343
8§17

14.- Un error coméin en 1a operatoria con racionales es el siguiente:

147=147
978 948

4Qué factores pueden inducir a esta equivocacion? La experiencia en primaria, se-
daria (y aun en el nivel superior) nos indica que mucho tiene que ver en ello una.

troduccion superficial del concepto de racional y la fata de ejercitacion que ha
relxionr sobe s propi i6n, sustraccién, producto y cociente de
ml\m.ln ¥ enteros. Si =t clara Ia nocién del racional como combinacion de
lucto y cociente y las propiedades asociativa (e 1a suma y mulupllcnann) y
dumbuhvl (del producto y cociente con respecto a adicion y sustraccion) se
con firmeza a descubrir los mecanismos de las operaciones con racionales.
En el tomo II retomaremos el tema, pero desde un punto de vista metodologico
¥ enfocado haca I esuela primaria.
15- B
as posbes (nimero aionales, conjunto e reales, conjunto de nimeros con-
plejos) porque exigiria una
No obstante, desarrollaremos br:vememz una refemu-n 2 los ntmeros decimales,
‘por ser llos tema muy importante de la escuela
Se laman fracciones decimales lqutlhx a0 depomingdor s 10; 100; 1000;
...; es decir, potencias de 10. Por ejes 195 ; se escriben co-

mo nimeros decimales: 0,4; ~1,95;0,0003
Esa escritura respeta el sistema posicional (base diez en este caso) utilizando co-
lumnas a a derecha de la unidad (ver ficha 1 de este capitulo).
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Unidadde | Centena | Decens | Unidad | Décimo |Centésimo | Milésimo
1 4 3 0 2
2, o 5
1 4 9 1. 8
6 8 o 9 2

Denominaremos “D" al conjunto de los nimeros decimales:
D* = $38,5:4009;03;
D~ = }-25:-78304:-037

=D*uD~

16.- La operatoria con ntmeros decimales se rosuelve o bien considerindolos como

fracciones o bien atendiendo a las leyes e un sistema posicional base diez. Los as-

PRvton medalégioo dal ratamients del tacns deckves en T rctle primaria los
analizaremos en el tomo I1.

17.- Ubicar los siguientes nimeros en el esquema dibujado:
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Ficha7 Ejercicios.

1.- ;Cudnto le falta 3 0,444 para 1 unidad?

iCuintole falta 2 0,099 para 1 unidad?

iCutnto le falta 2 0,608 para 1 unidad?

Cuintole falta 2 0,099 para 1 décimo?

iCusinto le falta 3 0,0450 para 1 décimo?

Cuiinto le falta 0,999 para 1 decena?

iCuinto le falta 2 0,999 para 1 centena?
2. Por qué nimero decimal iplicar a 14 para que el p sté
nido dos veces en 147
3.,b, ¢, d, son nimeros decimales. Se sabe que c< a;d> b;b> a. Ordenar, si
e posible, estos decimales del més pequeno al més grande. Idem param, n, p, g, 82~
biendo queq < mq< p;m> p.

- Buscar un decimal i 27y 2,001 de
prendido entre 2 y ;y asf sucesivamente. ;Puede encontrarse siempre un decimal
did 27y el iltimo decimal do?

5. Completar los siguientes cuadrados migicos de suma:

0017 [ 257 | 6 16 | 167 | 027
15" 04 | 14"
03~ | 05™ 156 | 247 | 02
20" | 3* |o0s* 127

6.-Completar los lugares vacios en el tridngulo. Recordar la regla:

N

175~

a b

/““'\ b
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7 Jorge pes 30 kg hemano Gerado 36 kg {Cuinto s pesado e orge
Gerardo? Indicarlo en forma de fracei

8.-Buscar un oper fonari inador 3 q iquea.

-En el siguiente esquema, para pasar de un casillero a otro se debe “saltar” la -
nea haciendo Ia operacion indicada por Ia flecha:

x2  x2  x2  x3
3 3 7 8
T T e
x2
5
9450
x2
5
x1
3

10.- El granjero Rojas tenfa algunos animales. 1 eran caballos, %eun vacas. El resto
eran 8 cerdos. Cuintos caballos y cuintas vacas tena?
11.- Completar con + 6 — segiin corresponda:

( Jol=

lol s
24 8 8

lo(lo}l)
22 2

o
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loclo
3

-1
2 ) 3

1
6

12.- Completar el siguiente cuadrado migico de suma:

wiw
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El reconocimiento
del espacio.
Conjuntos de puntos

Existen “distintas” geometrias (métrica o euclidiana, topologica, proyectiva,
afin, algebraica, finita, etc) y diferentes criterios en cuanto a conveniencias de zs
mismas, % P

Sin entrar en
e prosenttemmo ficha com activilades que conduacan o conocimiento el ¢
pacio y sus elementos, por ser ése el objetivo comn de las diferentes posiciones de
‘matematicos y pedagogos, cuando se habla sobre geometria para la escuela prima-
ria, Ponemos énfasis, 50 81, en que los elementos del espacio (estatica y dindmica-
mente considerados) son concretizaciones de ciertos conceptos geometricos esen-
ciamente abstractos. En realild fsca o existen os cuerpos, igurs lness Y

12, la adicidn,

Ficha 1 Frontera. Cuerpos, figuras, lineas, puntos.

1.-Hay diferentes formas e determinar partes e espacio. Por cjemplo, a superficie
iterior de las paredes de una habitacién, la superficie del piso y dl techo, deter-
1 esp de dicha habitacion; Iz de la piel determina el es-

pacio que ocups un ser humano.

2 et . T ;
3) Colocada una persona en un punto fijo de un patio, que sblo pueda desplazar-

s cnco metis 3 aris del punto n qu st sinsltr i perforar sl por
ci6n de espacio Z

i) una porcion de iy Lcm. qué e

ii) un techo invisible a Ia altura de la cabeza de Ia persona ;qué forma tiene
ese techo?

iii)una pared invisibl, situada a cinco metros del punto en que esti parada la
persona jqué forma tiene esa pared?

Atencién: Se puede caminar en mis de dos direcciones y mis de cinco, y mis de
ocho...
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b) ;Qué forma tiene Ia parte de espacio limitada por una piedra atada a un hilo
de 1 m. de longitud, que gire en todas las direcciones posibles, dejando fjo el extre-
mo del hilo?

<) Imaginar una situacion que permita determinar una parte de espacio con for-
ma de cono.
) 1dem con forma de tronco de pirimide.

3. Las poriens de cpaco s separan s de ot mediante fontrs. Ets froc-
teas s e
sipeiice catecior 6 i s s al spo cupada ok o e el
reslo d=l espacio. Algunas superficies son curvas y otras son pl
n una caja cerrada, el espacio interior esti separado del espacio exterior me-
diante seis superficies planas (6 caras) que constituyen la frontera de a caja. ;Es po-
sible determinar una porcion de espacio con solo cuatro caras? ;Qué forma tienen
las caras?
La frontera permite separar el interior de una caja, del exterior.

4:Nosimpr ntresa b con spefices compleiax. por ejemplo, con superfi-
cles que comprendan usa pate de espaci al cual separandel st delepai -
o inetear bt con e caa s e o, po Sempl, y i con 100 T superf
e 1 aj. O, 4 tenemos una pelots, puede feresar ibuar slgoon una pare de
pelota y o en toda ella. Para separar Ia parte de la superficie que nos interesa,

nebetambs una fronters.

Considesmos una caa de unacs. Siguindo co el dedo  borde de s, s
recorren cuatro aristas. Estas cuatro aristas constituyen la frontera de la cara.

Asf coma s superfcie son frontees d prtesdeepaco, s s o ronte
ras de partes de superfici

5.- Recortar una tira larga y angosta de papel; llamar a los vértices con las letras A,
B, Cy D como en el siguiente dibujo:

A D

L 1

Curvar el papel de modo que la esquina A caiga sobre la D y la B sobre la C. Re-
corter con el dedola frontera de esta superficie. ;Se puede recorer toda la frontera
sin levantar el dedo del papel o s necesario levantar

La superficie construida se llama superficie cilindrica.

6.-a) Cortar otra tira igual a la anterior, nombrando las esquinas de la misma mane-
ra. Antes de unir los extremos de Ia tira, dar vuelta al extremo AB domodo que A
se una con C y B con D.

Recorrer con el dedo toda la frontera de la superficie que se acaba de construir.
Hacer una marca en el lugar donde se empieza. ;Fue necesario levantar el dedo o se
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puda rcorer 1 totalidad de i fronerssnIevantar l dedo del papel?
Esta superficie se llama banda de Mq
b) Can una thea hcer n peuetio cualquier punto de la tira y cortar
por ¢l medio a lo larg 2 hasa l|eg;r Al ugar end donds s ompez 8 com
Qué 6 observal 7S¢ pucde recorer con ¢ dedo I nueva rontera sin evantar.
o papel?

7.-Tomar la superficie cilindrica; recortar por el medio y a lo largo, tal como se hi-
20 para Ia banda de Moebius.
Contestar las mismas preguntas del apartado 6 para esta situacion.

8.-Se ha visto que para determinar porciones de espacio se necesita un tipo de fron-

tera que se llama superficie; para determinar partes de superficies se necesitanlineas.

Qué tipo de frontera se necesita para determinar porciones de linea? S6lo se ne-
cenu i punts o cad x s 1t frontera.

rci6n de linea determinada o limitada por sus dos puntos extremos se llama

Rto. Tal porcion de linea rects e lama segmento de recta. Un segmento es

recto si en €] no existen curvas o vértices; si recorremos un segmento de recta siem-

pre andamos en la misma direccion.

Ficha2 idad. Angul iculari i

1.-Recortar sobre carton los recintosa y b siguientes:

: &

Si se coloca una goma eldstica alrededor de cada uno de ellos se observa que la
‘goma toma exactamente la forma de la frontera del recinto a, pero no ocurre lo mis-
mo para el recinto b.

2.-Considerar los siguientes recintos:

O G
Z@V(@

YA
: O
(15 O £



2) Clasificarlos en un diagrama de Carroll ubicando en la region A los recintos en
o il o Lot exactitud la forma completa de la frontera y en la re-
gion A los restant

b) Inventar_d o scintos que sean elementos de la clase Ay dos que sean elemen-
tos de a clase A.

©) ;Se puede dibujar un recinto que no pertenezca a A ni tampoco a

d) Pintar Ia frontera del recinto x, la de y y la de z (cada una de s omens
estd constitufda por dos trozos:

%%%%

recinto x recintoy recintoz,

4En qué clase se colocan los recintos x, y, z, dentro del diagrama del item 2)?

Los recintos de la clase A son convexos.
Los recintos de la clase A son no-convexos.

Dibuja un ridngulo; s convexc? (Exisen ringulos no noconvexos?
b) (Cuiles de los recintos del apartado 2 son cuadrildteros? ;Existen cuadril

teros noconvexos?

©) Sea un recinto g:

' [:
) Dividir q en dos recintos u y v que no Se superpongan  tales que uy v
sean ambos convexos.
ii) Idem con u convexo y v no convexo.
ii)Idem con u y v ambos no convexos.
4) Considerando el recinto r:

aplicarle las consignas i), i) y ii) el item anterior.
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€) ldem pana e recinto's:

) El mapa de Asgentina ;define un recinto comvexo?

b, ¢, d siguientes, ;cud les 7

Ow O A

de cada uno de es-
tos recintos. Par by € todos los puntos de los segmentos trazados son puntos del
recinto. En el recinto b, determinar dos puntos M y N de forma tal que alguno de
los puntos det segmento MN 1o pertenezca alrecinto; ges posible? [dem para el re-
cintoc.
Para el recinto a, se pueden hallar dos puntos Py Q tales que los puntos del seg

‘mento PQ no sean tods pustos del recinto. Ocurre lo mismo para d. Este es otro
procedimiento para caracterizar un recinto conveo:

siendo M y N dos puntos cualesquiera
de b, todos los puntos del segmento
MN son puntos el recinto b.

“b es convexo™ significa:

5.-P es un plano.

Sendo Ay B dos punos cusesqies e P, todos o punts el segento AB
son puntos
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Todopluo s comeco
Den el plano P, ésta divi intos de fron-

tmD

Son dos semiplanos. ;Un semiplino, es convexo?

yb.Sui

My N son dos puntos culesquiera de c.
Explicar el siguiente organigrama:

Todos los puntos
son puntos de 2

‘Todos los puntos

del segmento MN
son puntos de’b.

[ . ]

5) Dibujar dos recintos i i

b) Dibujar dos recintos convexos cuya unién sea convexa.

) Dibujar dos recintos

d) Dibujar dos recintos convexos cuya unién sea no convexa.
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7.-El imtesior de un cubo es también un recinto. Para saber i es convexo ya no se
puede utilizar Ia goma eldstica. Se pueden inicamente utilizar los segmentos cuyos
extremos son puntos de este recinto. Es ficil deducir que el recinto interior de un
cubo es convexo. Considerar los siguientes recintos, interiores a cuerpos geométri-
cos. ;Son convexos o no convexos?

2) El interior de una esfera.

) Elinterios deun totr

¢) El interior de un net

@ El inteiordeun tapom e bolelh s

€) El interior de su spaghetti coci

f) Elinterior de un spaghetti :mdn

8. Representa dos semiphanos (R tayado [, G rayado %) s que ln intersc
ci6n de sus fronteras sea un punt

3) Pintar de verde RN G.

b) Pintar de azul RUG.

Ei nyel ingul
Delo visto en el apartado 6 se deduce que R N G es un dngulo convexo.

9.-La “U” ol “1Y" deuna pomen deesacio semiptaos com certar restricciones)
gul

0.

Aplicando ahora Ia “N” a olﬁ: porciones de npmm s ines rctas) egare

mosa otros conceptos fundamentales.
Dadas dos rectas coplanares a y b, su interseccion puede ser:
4) Unpunto

determinando en el plano cuatro dngulos.

b) Vacio
a

b
acs paralela ab.
©) Unarecta
a b

aescongruente conb
aes paralelaab.
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10-En 1135, se an;hzamn las nhcmnc: “es paralela a” es perpendicular a”
iSon reflexivas? on transitvas? ;Son i

11 3) La siguiente tabla presenta la relacion “es paralela a” en el conjunto de rec-
tas § a,b,c.d e ‘ Dibujar dichas rectas:

Yl b < d e

a x x

b x x

c x x

a x x

e x

) Dibujar la rectas m, n, p, q.y 1, teniendo en cuenta los datos de la tabla s-
guiente, que representa I relacion “s perpendicular 2

m x

n x
R x
q x

. x

Como sonmy ?

Ficha3 ificacion d Poliedros. Prismas. Pirimides.

En las fichas precedentes hemos introducido nociones bisicas (y a nivel elemen-
ta) que penmiten estudiar algunos elementos del espacio (de tres, dos y una dimen-



sines. Tesisndo e csena dickasnociones (fontes, comexidad, fl, pante-
perpendicularidad) presentaremos una de las numerosas maneras de analizar
los. zlzm:nlus del espacio.

1.-Del espacio-ambiente en que vivimos, citar dos elementos que cumplan, en cada
e s sigontncocon:

a) Sean cerrados

1y Seam cemrdos y doivese

) Seancemdos, comveony o fonleraoeal

no convexos y con

z) e ¥ con superficies planas como frontera.

f) Sean cerrados y con puntos como fronter:

£) Sean cerrados y con alguna superficie plana no convexa como parte de su
frontera.

Kos el eyl oo frdies upeticllos imarems s

'y con frontera lineal los i

Los elementos del espacio fisico que son: cerrados y con puntos como frontera,
se llaman habitualmente .

Importante: Debemos distinguir la interpretacion concreta y del mundo fisico
de cuerpo, figura, linea y punto, y 1o que es el concepto matemitico de esos
e

ntes.
En la realidad fisica no existen los elementos matemiticos puros; éstos son
posibles solamente a nivel abstracto.

2. Clasificar los siguientes cuerpos:
.

7
) ®C
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4) En convexos y no convex.os.
b) Segin tengan:

ninguna region de su frontera plana;
i) por lo menos una region de su frontera plana y por lo menos una region no

toda su frontera formada por regiones planas.
<) El siguiente esquema resume las dos clasificaciones anteriores; completarlo.

convexos

no convexos

3.-De los cuerpos analizados en el apartado anterior, hay una clase especialmente
interesante desde el punto de vista didéctico: a de los poliedros

Un poliedro es un cuerpo totalmente limitado por regiones planas. I

Las regiones planas de Ia frontera de un poliedro son las caras del poliedro. Dos
caras se pueden encontrar en una linea, llamada arista del poliedro, Tres o mis aris-
fase puedenencontarn un puno, lamado vt el poito.

Sell

) todas sus caras tienen Ia misma forma y el mismo tamaio;
i) todas sus caras son equilaterales y equiangulares;
iif)el nimero de aristas que se encuentran en un vértice 25 el mismo para to-
dos los vérticss.
4) De los cuerpos del apartado 2 gcusles son poliedros regulares?

) Mitsmicaens s pusde demosta (y o bizo Pt enof s 400 1.)
que sblo pueden existr cinco poliedros regulares. Ellos
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tetrasdro | cubo | octacdro | dodscaedro] icossedro
formade | yrignguiog pentigonos | tridngulos
las caras
nimero de
vértices =
‘nimero de s
arstas
nimero de P 3 1 2
caras
nimero de
concurrentes 4 8
en cada vértice

Completar el cuadro precedente.

4-Otroconjunto mportnte, dentro de o poltos, el doospiss

Un prisma puede ser

1a misma forma y el mismo hmjﬁu (lhmnd)s bases) y del cual las otras caras (lla-

madas cars ateales) son pralelogramos

Em o

m uns v:mce es3.

.) Dado el conjunto de prismas i abedefght ] uhlcarlusen el diagrama

dibujado a continuacion de ellos

7 d2f]

il

(7
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bases
equilaterales
y equiangulares|

b) Para cada una de las siguientes frases, decir si s verdadera o falsa:
) todo prisma recto es convexo;
ii) todo prisma regular es convexo;
il todo prisma convexo es regular;
) todo prisma regular es recto.

©) El esquema que prematances continuacién mcluye una serie de casilleros nu-

merados en orden cecete, "t  seui or s prismas s s, Ubicar to
s o prias 0l sparado 4 2 emel s by  grt 4 il e recorrer,a
cada uno de los prismas, las rutas que “ascienden” en el e.qum, dejéndolos sin

avanzar, si no cumpl:n 1a condicion de la ruta.
da caso se debers responder a las siguientes preguntas, para proseguir el ca-
mino o no:
i) geudles son los prismas que pueden llegar a este casillero?
i) jcudles son los prismas que pueden llegar a este casillero, pero no pueden
seguir avanzando?
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‘todas las caras
equilaterales y
equiangulares

bases
equilaterales
y equiangulares| ®

bases.
equilaterales
y equiangulares|

bases equi-
laterales
¥ equisngulares
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Atencién: Puede darse el caso de un migmo prisma que, partiendo de (1) , “tenga
derecho” a llegar a (2) y también a en ese caso escribir la letra que lo repre-
sent en ambos casilro: A parti de T) todoprisma que pueda recorrer un cami-
20, dbe g
‘Al liegara (1) podré obscrvarse un inteesante panorama do s prismas “que
siguieron” y de los “que quedaron”, en funcion de las “propiedades” adjudicadas a
cada muta.
Completar el cuadro siguiente con el resultado el ejercicio:

) conjunto de prismas que pueden |  conjunto de prismas que no
cusilioro legar a este casilero pueden avanzar de este casillero

Q|| ©|© @ E| )

‘omparar esta actividad con Ia hecha en a), ;en qué se parecen? ;Qué propieda-
ds ione ¢l cubo?

5-En e rferencial G polisdros,pueden estudase meroos subeorjuntos (v -
mos visto Tos prismas y junto de éstos: los prismas
rectos).

Estudiaremos ahora otro conjunto incluido en ¢l de poliedros: el conjunto de las
pirdmides.

Una picmide s un polsdro qu tens s cara (lamads bex) que puede
poseer diversas formas, y las otras caras son tridngulos que se encuentran
un punto comin (llamado vértice de la piramide).

4) Segtn s forma de Is base, s pirmides pueden clasificarse en triangulares,
cuadrangulares, pentagonales, hexagonal
b) Las pirdmides también pueden ser micissogos
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axa

i) pirdmide convexa i) pirdmide no convexa

) Existen pirimides cuya base es equilateral y cquiangular y otras en que esa
ondicon n0 = cumpl. (A cul d estas dos ltmas caes pertencen 1as pirami-
n dibuiadas en by bi?
d) Hay pirimides en m arcusts perpendicular trazada desde el vértice a la base,
pasa por el centro de ésta. Ellas se llaman pirfmides rectas.
Sean:
Al conjunto de pirdmides convexas;
B el conjunto de pirémides rectas;
Cel conjunto de piramides con base equilateral y equiangular;
D el conjunto de pirimides con todog los vrtices de igual erden, e docis
Qe a todos os vERices concurt un mismo nimero de
El siguiente disgrama e Carol roprosenta e clutfcacon do todas a pis-
mides

1 2 3 4 B
A
H 6 7 8
B
9 10 1 12
A
13 14 15 16 B
% b __ ©



i) Ubicar las siguientes pirdmides en la regioy

A Ah

i) Dibujar una pirémide para cada una de las regiones restantes.

Las regiones 10, 11, 14 y 15 quedan vacias, jpor qué? Tener en cuenta que
el orden de un vértice de la base de una pirimide es siempre tres gy el del vértice
de-la pirimide también? Ademds, ;existen tridngulos no convexos?

‘También las regiones 9, 10, 13y 14 quedan vacias, ;por qué? Tener en cuenta
aqui Ia comvexidad de Ia pirémide y la cquilatealidad y equiangularidad de la buse.
Un poligono no convexo puede ser equilateral y equiangu

1Qué propiedades tiene la pirimide ubicada en la u[ubn 67 Es un poliedro
regular?

6.-No es posible agotar aqui el estudio de los cuerpos. Hemos intentado tan solo
dar un panorama de ellos que permita ser ampliado por el lector partiendo de los
‘mismos criterios generales: fronteras con regiones solamente planas o no, convexi-
dad 0 no, paralelismo 0 no, oo, y
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eqummmd) © 10, que convergen en un conjunto muy especial como el de los
dros regulares. Resumimos los aspectos considerados en el siuiente diagrama:

o
piramides

Ficha4 Cuasificacion de figuras. Poligonos. Paralelogramos.
Tridngulos.

L-2) Aquftencmos aginas figurs, Casicarasen dos conontos. 2Qut s puede
tener en cuenta para ello?
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b) Todas las fg " igonos. Clasi juntos. ;Qué
se obtiene en cada uno de ellos?

<O o
< &m&f

©) Observar esta clasificacion. Escribir en los recuadros la propiedad comiin de
Ios poligonos e cada conjunto.

[ [\
=



2.-Dibujar dos bandas de papel transparente, que tengan sus bordes paralelos; super-
‘poner dichas bandas de forma tal que sus bordes se intersecten para observar las di-
feentes posibilidades que pueden obtenerse. El concepto basico subyacente en esta
actividad es que:
La interseccion de dos bandas de plano (A y B) de bordes paralelos es un pa-
ralelogramo.

1) Superponer perpendicularmente dos bandas (C y D) de lados paralelos. El pa-
ralelogramo que se obtiene es un rectangulo.

b) Efectuar la interseccién de dos bandas iguales, de lados paralelos. El paralelo-
gramo que se obiene es un 7ombo.

©) ;Qué condicién deben tener las bandas de lados paralelos, para que su inter-
seccion sea un cuadrado?

3.-a) El siguiente diagrama de Venn resume lo visto en el apartado anterior:

£

E = )pmulognmm(
A=t rectingulos |
B = § rombos §

ANB=.
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b) Siendo E, A y B los mismos conjuntos anteriores, dibujar un elemento ade-
& Ias regi iguiente di d )

B B

>

4.-En os sigui trazar las diagonales:

(L7 [T

) {Cuintas dagonals tine todo paralelograma?

) Las dagoalsde todopralelogamo o guales?

e) Eoe i g du;olu.!u s poraits eafimar que los rombos son para-
Ielogramos y que algunos de ellos son recténgulos; jcudles?
‘También se afirma el concepto de que todo rectingulo es paralelogramo y que al-
gunos rectangulos son rombos.
) Responder V F (falso) en cada uno d
i) algin rombo es cuadrado
if) ningiin recténgulo es cuadrado
i) todo paralelogramo s rombo
i) algin no rectingulo es paralelogram
1 todo coudetiters con dgonais usles e un

< <<<<
m m mmmm§

i) algin no cuadrado tiene sus diagonales
endiculares

5.-Recortar en papel transparente una bagda de lados paralelos M, y un sector angu-
ar agudo o dngulo agudo R.

Siel vértice del sector angular s exterior & Ia banda ;qué origina la interseccion
deMy R, cuando o es vacia?
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1) 40t partclitad deen e lsectoey a banda e qu 3 teccien
ey

Dibujar sector
s i ¥ o sbseles al i
oty Dibujar.
6.-2) En el referencial
indicada en el siguiente diagrama:
1 4
B

— ]

F

siendo:
A=fxl xses cuadrilitero convexo con por lo menos un par de lados para-
Telos

B = ] x/xamd.iumconvexumnwhmunpummmig.m«g

c={x/x il ‘por lo menos un dngul {

) em qué region se bican o rectingulos?
i) {Hay algin region vacia’
i) {Qué elementos se ubnn end? ;EnS? En7?
iv) Dibujar un elemento de la zona 1 y otro de la zona 3.

b) Tomar como partida el conjunto cuyos elementos son cada una de las propic-
dades que puede tener un cusdrilitero convexo, y como llegada las ocho regiones
del diagrama de Carroll del item anterior. Establecer entre esos conjuntos la relacion
M: “es propiedad de los elementos de la zona”.

i) ges funcion? ;Por qué?
iEs byecn? orquét
i) Cudl es la M.
) oEs MY Roncion? {Por qué?




c) Dibujar un cuadrilitero convexo, con lados no pln.l:lnl, pllﬂ de lados igua-

tnpecn conun sélo 4ngulo recto? ;Por qué?

7.-Si se pretende continuar con el mum dz intersectar bandas do lados paralelos,

semiplanos o
ben enpleae par e s en ld&ngl.h" ‘,q..e condiciones hay que imponer en ese

) Dado un semiplano P de frontea F y unsectoranular agudoS cuyo vértice
pertenezca a P y no pertenezca s F, si un borde de  es perpendicular a F 4qué se
obiene deP N§?

b)) si la bisectrz de S 1qué clase de tr

i) repetic aconstuceio anterir, ﬂnndnsun sector angular de 600. El tridn-
interesante cul es?

) Determinar las condiciones de P y S para que P 1S dé un tridngulo obtusin-

) Idem para un tridngulo
¢) i) construirun trllnanh o e eodiciones 4)y b.i) simultineamente;

1) Los diagramas siguientes son representaciones de la clasificacion de tridngulos
por sus lados o por sus dngulos. Determinar cuél corresponde a cada una de ellas y
aclarar por qué.

#) Reunir
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8

Transformaciones

Ficha1 Localizacion de puntos en el espacio.

-Se ha dibujado un pajarito en una cuadricula. El punto A se loclhu medunu el
pi( (£ ; 11). Buscar los pares que Jocalizan los puntos B, C, D, E, F, G. H

12

1

10
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2.-2) Observar este otro dibujo. Los nimeros estin escritos en base dos. El punto B
esti localizado por el par (101 ; 1). ;Cuiles son los pares que localizan los puntos
A,CyD?

Queremos localizar el punto I; se encuentra dentro de Ia “casilla” MNPQ. ;Qué
‘pareslocalizan los puntos M, N, P'y Q?

101 2]

A

110 11 100 101 110

) Para precisar mis podemos hacer una cuadricula mis *
Indicar los nuevos
que ya teniamos (algunos de estos nimeros estén ya escritos en Ia figura siguiente):

ina” dividiendo cada

101 D

10
11 |

01 [A

373237 8 § 2

4Qué pares localizan los puntos E y G? ;Qué puede decirse ahora del punto 17
©)Si 5 quier tener una cuadricula mis fina todavia, ué muevos nmeros d-
berfan introducis

d) El dibujo m-umm “sale” de la cuadricula. Prolongar esta cuadricula hacia la
200




inqierda y baa aafo. ,Qu nuevosnimers s itrodicen pars o {Como o
lzar los puntos L, My

3.-Esta vez el ElpuntoB es-
i localizado por el par (3 ;b). Locl.lrurloanmsA C.D, EyF Colocar en el di-
bujo. lm puntos localizados por los pares:
(230),3;9),(1;3)
Esta manera de localizar nos recuerda Ia utilizada a veces en 0s circos.

4.+La superficie e la Tiera puede ser considerada como una esfera. De ahi el nom-
‘bre de esfera terrestre.

Para conocer su situacitn, un navegante debe lnuhmu sobre una esfera. Para
ello

T2 Tir da un vl cada 24 hoves. randosobr sl s aeeedor d un
i maginaro, o i e o polos NS, que pas por o polo Nt y or e ol Su.
s una semicircunferencia de didmetro NS. Podemos trazar muchi-

simos rlwnd.unni
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Un paralelo es una circunferencia de “eje” NS. Podemos trazar también muchisi-
mos parallos. El ecuador es un paralelo.

N (Palo Norte)

S (Polo Sur)

5. Imaginar 360 meridianos numerados; el meridiano O pasa por Greenwich. Los
otros meridianos se numeran del 0 al 180 hacia el este el meridiano 0 y del 0 al
180 hacia el oeste. Estos meridianos deteminan sobre el ecuador arcos de igual lon-
gitud.

Imaginar 90 paralelos en el hemisferio norte separados por el mismo espacio, y
90 en el hemisferio sur. Sus radios van disminuyendo a medida que se van aproxi-
‘mando a los polos, de modo que el nimero 90 queda reducido a un punto, Obser-
var el punto A de la siguiente figura. Se encuentra sobre el meridiano 30 al este de
Greenwich; diremos que su longitud es 300 Este. Se encuentra sobre el paralelo 40,
Norte. Diremos que su atitud ¢3 400 Norte. Asi pues el punto A esti localizado por
el par (30, 40N) formado por su longitud y su latitud.

Para el punto B, su longitud “1” es tal que: 0< 1 < 10E y su ltitud “L” es ta,
que: 20N < L < 40N. De hecho, i s¢ hubiesen trazado mis paralelos y meridianos,
se habria obtenido una localizacién més exacta.

N
oo 0 10 30
"
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amaos E ol conjust do s puatosde  Tiem:
@ es la relacion en E: “tiene I misma latitud que’
£ esla relaci6n en E: “tiene la misma longitud que”.
Siendo A un punto de la tierra:
— dénde estén situados los puntos M de la tierra, tales que A £ M?
— {Dénde estdn situados los puntos P de Ia tierra, tales que A & P?
iut pude decis d o puntos Cy D tales e
C&Dy
7.-Consideremos ahora la siguiente cuadricula y los puntos A, B,C, Dy E.

®

®

s se han marcado, como en geografia, n: norte; s: sur; e: este; w:
n el ceto).

En los bor
oeste (usamos o para no confundir cor
Partiendo de A legamos a B moriéndonos 2 cusdradito hacia e ete o ea 2e
que, partiendo de A, ite llegar a C?

b)E 4n;2e;25;1e

E 2m3
4Cuil es ¢l punto de llegada en cada caso?
Se observa que partiendo de un mismo punto se llega también 2 un mismo punto.
Dos caminos que tengan ¢l mismo punto de partida y el mismo punto de legada

son caminos
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De fos tres caminos a), b) y <) gcuil es el mis corto? gExiste otro camino més
corto que el indicado en el inciso c)?

Ficha 2 | Tadacicn

L-En I ot dgnims, ol U bl de s s Giesones
que el dado, a partir de A’

(’\ ®
——{B
D G
9
E F
oren
Ubicar sobre el segundo hnq\uln lu lzlru A‘ P00, i ,F, G yH', de tal

que al superponer los dos da con A', B con B',etc. Trazar
Jossegméntos AAY BB’ CC' DD I’.E' FF’ GGy B, jaut se obervs?
Medir dichos segmentos; ;qué se observa?
Bugcar el camino ms corto para llegar de:
FE

DaD
Qué se puede decir de estos caminos? (Recordar el c6digo utilizado en Ia ficha
anterior).
Se pasa del barco ABCDEFGH al barco A’BC'D’E'F'G'H’ por la traslacion (12¢ ;
2n).

2:De aquf en adelante utlizaremos 10 s cateians ortogonales paa lecalizar
puntos en una cuadricula ¢ i ‘pares de no
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ros donde, por convencion,
bre o e x (drccion mmnmmnmu)y=1w"mumw

Enhwmdnmllwn dibujado un perro. Dar los pares que localizan
«cada uno de los puntos A, B, C, D,E,F,G,H,1J,Ky L.

1Y

a) Apl'nx al dibujo (@ I traslacion Ty [~9 ; 1] Se obtiene un nuevo dibujo
e lanarns @ 118 g

b) Smld Tt  ta trasigion [3 58] efectuar:
dondu lamamos @ perro que se dibuja al aplicar [3 ; 8] a los “Vértices” del

.;) Dada T, [~10 ;~9], aplicarla a (T) de modo que:

n O—



La traslacion es una imi 1 plano,
vidualizarse por el trazado de it r

nos.
umnlmwntu ientes de la figura 5 di l(mluﬂn

mu»m s I fipuspinites y o edndads won congrocnts, udnr.u,mhdmy
iguales medidas y pueden superponerse, sin efectuar cambio de cara
e gure tansformad.

Puede estudiarse también 1a raslacién como una relacin que tiene como partida
el onjunto de puntos de s Rgurs (coerpo o ine) oigna  com llegada o con-
o o pustosde i eadads.Ec et 1o funcibn? ;Es biyecion?

m biyecciones y porlaunlo-nmﬂlmuuucmm de 1a composicion de bi-
yecciones) y también como nexo integrador de diversas ireas.

ademds, una las coordenadas
de una figuray su trasladada.

T,  (D—=(@mediante la siguiente transformacion de las coordenadas

de

C6mo puede pasarse de las coor
mente sumando a las coordenadas de

@ alasde (@ ?Evidente-
i1l

e

o pa o s caroianc  Obiens o
3) Al cundrilitero ABCD, spliquéinosi T -8 ; 7}
A(ﬁlzl) a(9f4) C(s;»s) n(z;'-z)
T, T Ty T
(M) () C:(‘ ) D‘(l )
A (-2;-D) D3 (-5:-5)
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Cudl esT,?
b) Qué traslacién T, pemite transformar la figura ABCD en la figura A, B,
7

s esla traslacion T, seguida de la traslacién T,
En cal capitulo V sbre Loes de Composilén hemos vistoque companuan
de d

Cedente, donde
T,0T,
<) iCudl esla futain que transforma A;B;C;D; en A, B,C, D, ? Correspan-
derd llamaria T.". qu\u

Qué transform; it produce aplicar sucesivamente a A, B,C; D; las traslacio-
nesT; y T, 7 La llamaremos T,
Ficha3 Homotecia.

1.- Identificar los caminos reducidos que unen el punto 0 con los vértices A, B,C, D
YE de la casita.

I

1%

7

Duplicar cada uno de esos caminos. Por ejemplo:
0 @:1)

0652 A, (camino doble del correspondiente al trayecto OA,
pero siempre s parti de 0).
Dibujar Ia casita que determinan los puntos A,y C; Dy Ey .
La transformacién de ABCDE en A,B, C, D, E, e una homotecia de centro en
Oyrazén2.

2.-En un par de ejes cartesianos dibujar el tridngulo JRT cuyos vértices tengan por
coordenadas:
J2:) . R@e . TE:D
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Tomardo {2 interseccin de losses como centr, splcare st tdngulo JRT 18
‘homotecia H, (centro O y raz
Analicemos la relacion np:mcmml entre las coordenadas:

FNER)

T(6:1)

3.1 operador multiplicativo actuante en una homotecia no es necesariamente un
nimero natural. Verificarlo aplicando a JRT una homotecia Hy de centro O y razon
-2,

Las coordenadas de l,bz,Tz sexin:
(- i-8)  Ta(-2
Apliar a 3R, T una A oo i cento 0 ¥ razoy

4.-Dado el poligono concavo ABCDE siguiente

|
1]

dibujar la figura homotética de él. por H, (centro de la interseccion de los ejes y ra-
s

ABCDE Hi __ A,B,C,D\E,
Transformar A, B,C, D, E, por la homotecia H, (centro idem a H;, men;)
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Hy
1By T2 A:B,CaDy
9 Lc.m n ey que permite pasar de ABCDE a A;B;C;D;E5?
= H,

b) Lom i & Bt
iCuiles son los datos de H; ™" (inversa de H, ) en el ejercicio de este apartado?

5. Analizando las homotecias construidas se observa qu
1D 14t 4 kN et Semantoa transfomur, el catro
ylarazén;
i) Ia semirrecta que parte del centro y pasa por el punto a transformar, pasa
tamkitnpor ol puo trndoomado;
i)la distancia del centro al punto transformado es igual a a distancia del centro
al punto original multiplicada por la razén.

Ficha4 Simetria central,
1-

p| le
F |6
LI T W

Transformar la letra L dibujada en la cuadricula que antecede, poruna homotecia
Hs decentroP y raén —1. Lamermos Dy E, Gy Huly 1 fgur transfommads.
vértice con su homotético, ;qué se observa?
.) Coumo 0 tods homotoc, os paes e puntos et alineados con P;
s ditarces DP ~PD; ; P = P, FP—FF, .




su transformada tienen las mismas dimensiones; jocurre eso en

a L original
toda homotecia?
El caso especial de homotecia aqui presentado, es una simetria central de centro
P

2-Detll, compartimente, s wnrdumdn de DEFGH.[ydAD P(:,F eA H),I,
G (. )=

E Gi— s.‘
)—F,

mut cunbxn se pmdm en as coordenadas de1os untos de una figua con res-
pectoa las de su figu
o geaecal diremos q\le en una simetria con centro en Ia interseccion de 1os ejes
cartesianos: x" se transforma en x~, y* eny~, x~ enx* ey~ eny*, que puede
resumirse de la siguiente mane
Xr—ex"

-
3.-En un par de cjes cartesianos dibujar un cuadrado, considerando al punto de in-
terseccion de los ejes como punto de intersecci6n de las diagonales. ;Qué se obser-
w22 Todo punto de cadiado s puede tnasfoumaon ofco pusto dl cuadrado
‘o una simetria centr

Se dice que el punlo de interseccion de las diagonales de un cuadrado es centro
de simetrfa del cuadrado.
4 Dibujarun Hexigono eglas,un pentégono rgular, un ectinglo, un tiingulo
equilitero, un paralelogramo, un rombo, un octégono regular, un trapecio y
it LCullr ds s S e cont de sinetia? Detemioatio sn éada

5~ Determinar o centro de simetea emos dibujos siguientes: (los dibujos presenta-
dos en @) y b) son obras originales de M.C. -Excier, gue s xponen e b Fondition
Escher-Haags Gemeentemuseum de La Hay:
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ABCDEFGHIJKLM
NOPQRSTUVWXYZ

Ficha5 Simetria axial.

1.-Trazar en una cuadri ¥ ubi igui
A(2;5) B(1 3) ¢E" 3}, D(:1), E(;1), F(5:8), G(3;-2),
H(7:-3), 155
tazar Ia linea cexﬂda ABCDEFA; cortar el interior de esta poligonal. Cortar
también el tridngulo GHI.

Plegar la hnja o el deyy dlhu_\al sobre el otro pedazo de papel las dos figuras,
lamando A", B ?, H', " a los nuevos puntos, haciendo corresponder
Acon A, B'conB m

Abrila hoje, trazar s lineas cerndas ABCDIEFA'y GG
mo da la recta y*y~ resp A',BB,CC'.DD',
EE', FF GG, HH', 11

Escribir las coordenadas de los puntos A, B’,C", D'

Diremos que s¢ pasa de A a A', de B a B, de C a
tespecto del eje y llamado eje de simetrf

Comparando las coordenadas de la figura ABCDEF y las AB'C'D'E'F se observa
que x* se transforma en ™ y X~ en x*, y que el valor de y no cambia. Esto se pue-
de resumir como sigue:

" FLGLHL T
tc. por una simetria axial

Xt x™
yE—y
{C6mo se transforman las coordenadas si se considera el eje X como eje de sime-
tria?
2-De las figuras de Ia ficha 4.4 ;cuiles tienen eje de simetria? Idem para los dibu-
jos del apartado
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3 Yumfnmurhfguung por ura simetria S, 5 con respecto ala recta Dy Se.

obtiene a f formar la figura (2) por una simetria S tespectoa la
ey Seo nbuen: la figu

i
r
|
[

® Py |
i T i
| INENRE ]
tl I RN 1]

fg 1 S g 3
fig. 2 S fig. (3"

Unir cada p\mlo de (T con su transformado por la coniposicion de S, » seguida
de Sy (fig

Los kglmmos abtenidos ;son paralelos? ; Ticnen la misma longitud>
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4-A Ia figura siguiente, ubicada en un par de cjes cartesianos X ¢ Y, le apicaremos
transformaciones sucesivas:

()
N,

) Alafigura () efectuarle una simetria axial con eje en Y (que indicaremos
SyA)
[ YoR13Y6)
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b) Sea SyA una simetrfa axial de eje en X. Obtener Ia figura @)
@ =t _w®
%)Lhm:mos S'yA a la simetria axial que transforma la figura (3) en la figu-
n@®.

d) Describir el movimiento que transforma la figura (@) en 1a figura (D) .
€) ;Qué movimiento transforma la figura (T) en la figura 3 ?

Es decir que:
S,A 0 SyA =SoC (simetria central de centro en O, intersec-
cién de los gjes X e Y).
E etrf tienen ejes .

La composicién de dos pheagan ejes perpendiculares ;es una opera-
cién conmutativa’

5.-Sugerimos al lector realizar composiciones diversas de las transformaciones des-
mi ‘pedagégicas son
Analizaremos una de esas posibilidades en la ficha siguiente.

Ficha6 Rotacion.

En esta ficha dis-
tintos puntos de vista; cada uno "G clos con mlﬂn])les actividades y brindando nu-

una misma
desde distin unmulm que permriran al cetudints realze n absraceion sintests del
concepto matemitico, apoyéndose en diversas concretizaciones que eliminan e es-
tereotipo en la ejercitacion.
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1-En un par

determinar
la figura siguiente

mate como el de

mEe

(@

a) Aplicar la siguiente regla de transformacion a cada una de las coordenadas del
mate: (se obtiene Ia figura 2 ).
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Por cjemplo:

A@_R A 20

é),«plim alafigura (D) la regla de transformacion Ry, para obtener la figu-
n

Ky
o
X 57

Por cjemplo:

B(7:9__ R B, (9i-
En este cjercicio hemos efectuado dos rotaciones. En el item a) la rotacion es en
sentido anti-horario, es decir, contrario al de las agujas de un reloj, y en el item b) la
rotation es de sentido horario (similar al de las agujas de un reloj).
Otros clementos imprescindibles para precisar rotaciones son cl centro de rota-
cién (en los dos ejemplos presentados ese punto es O, intersecion de los ejes carte-
sianos) y el dngulo de rofacién (cn los dos ejemplos es de 900),

angulo de rotacion 900

centro de rotacion O
Ry
sentido de rotacion anti-horario

ingulo de rotacion 900

centro de rotacion O
Ry
sentido de rotaci6n horario

©) Aplicar al mate de la figura (3) una rotacion R, con los siguientes datos, pa-
ra llegar a la figura (3) :

centro de rotacion O
Ry ] ingulo de rotacion 900
sentido de rotacion horario

La regla de transformacion de coordenadas es:
g i

X ——y
similar al movimiento efectuado en b). Atencion: similar como transformacion
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(igual gentro, igual sentido, igual amplitud) pero agui planteada para partir de la fi-
gura (3) y llegar a una figura ()

2. En el dibujo que sigue.las rectas M, y M serin cjes de simetria

A

N

My

a) Aplicar alafigura 1 la simetria axal de ee M,
fig. 1 Sw

fig. 2

b) Transfomiar la figura 2 por la simetria axial de eje M;

fig. 2 Smz

fig

) ;Qué transformacion aplicada a la figura 1 permite obtener directamente la
figura 37

fig 1

fig. 3
Se trata evidentemente de una rotacion de centro en el punto Q de interseccion
de los ejes de simetria.

La determinacion prictica del ingulo de rotacion. cuando se conocen la figura
original y'su transformada, ademds el centro de rotacion. se efectia de la siguiente
maner
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i) unir un punto de la figura 1 con el centro Q de rotacion (por ejemplo: A)

i) unir el lm\sformldor de A (Ay) con el centro Q de rotacion;

iif)medir el dng

V) repetir la e somgis puntos de la figura 1 y su rotada, figura 3;

v) se comprueba que:

AQA; = BB, = CQC; . .

vi)la medida de esos dngulos es la el dngulo de rotacion

M

- Qué relacion ari.

¢) Resumiendo lo verificado en este ejercicio, podemos senalar
La compnmién de dos simetrias axiales es una rofacién de centro
gulo de rotacion igual a .
ol aprtado 4 & I icha anterior,definimos a simetr centrd
ici6n de dos simetrias axiales de ejes perpendiculares.
Podemos afirmar entonces que toda simetria central es una rotacion de centro en
.. y dngulo de rotacion . . . ..

como compo-

3.-Hasta aqui hemos analizado las rotaciones en funcion de las coordenadas en un
deel ity iom de 5

Se puede recurrir a un procedimiento prctico y rapido de comprobacion de ro-
taciones y aiin de determinacion de las figuras transformadas, con dibujos en papel
transparente. Por ejemplo:

a) Calcar el mate del apartado 1, marcando el centro de rotacion 0.

b) Apoyando el papel transparente en O, y tomando como base la semirrecta
que une O con un punto cualquiera del mate (por ejemplo B) hacer girar el papel
transparente 90 en sentido horario.

<) Se comprueba que el mate calcado de la figura 1 coincide con el mate de la

figura 3.

‘Asi podemos verificar ripidamente la exactitud de la rotacion efectuada, si se co-
nocen los datos de la misma y la figura transformada. Si sélo se conocen los datos
dela rotacion  la figura que se desea rotar, se procede asi

i) se calca la figura a rotar y se ija el centro de rotacion;
ii) se une un punto cualquiera x de la figura original con el centro de rotacién

iia parti de esa semirrecta R se mide el dngulo de rotacion, en el senido
e tos dtosde s, determinando wi seiect OXC 3 arts de
se determina x, en la semirtecta OX’, con la condicion OX,

1) part de X, (ransformado de X) s éalca s Figora del papl lnnspar!ﬂ-

te, con especial cuidado de hacer coincidir el X del original calcado con la posicion

"3 Verifiar este procedimiento en cualquiera de las rotaciones del mate.
€) Repetir el proceso con el avion del item

218



Aplicar la rotacién R, de centro en O y dngulo anti-horario de 600 ala siguien-
te figura (emplear papel transparente y calcar))

Ficha7 Composi de transformaciones.

En este capitulo VIII wbm

hen
 1a hgarm origily a tranafonnada son
ol (traslacion, metae  roweion) y I Romptecl, qis e Orice modia
ingulos

Por principios pedagogicos bisicos, se han presentado distintos puntos de vista
para analizar los movimientos: operadores actuantes sobre las coordenadas, trans-
fomuaionss procuckls < I conedeosta, akad  deplcalento O s,
combinacion de transformaciones para definir una nuev:

Como clres el teeaplimtnion's contimaciin wea fc trabind de St

los ejercicios siguientes, e lector recurriré a sus conocimientos sobre elementos del
espacio, caracterizacion de las transformaciones, funciones y en particular leyes de
composicion interna, para culminar con Ia identificacion de la estructura algebraica
que caracteriza a la composicién de isometrias planteada.
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c(s 5). D(J 6). E(z 6), F(2;5), G(1;3).

-Eaunpar dz
A(13;2), B(4;
Llnm(emns [OF) a rxgun
4) Aplicar a la figura (D) 1 aunenu .ey. de transformacion de coordenadas:
x. v
ulx ¥
i @ —— 1@
7 Cuil

1Qué i étrica es U?
b) Aplicar a la figura (1) otra regla de transformacion de coordenadas:

X

v ¥
fie. @ fig. @

4Qué tipo de transformacion es V'? Precisar sus datos.
¢) Partiendo nuevamente de la figura (T) , aplicarle la regla Z a sus coordenadas:

xt —ar
Z ] ¥

¥
fig. @ fig. @
;Qué movimiento es Z? Caracterizarlo.
) Si s coordenadas de la igura (D) seles aplica:
o —— gt
-
v

¥

fig.

[%6)

Si se aplica N a cualquiera de las figuras ( (T)
cio, se obtiene la misma figura. Es decir que N e5 transformacion

L @) de este gjerci-
i i i itra.
€) Efectuar todas las transformaciones definidas en esta ficha, a las cuatro figu

as obtenidas. Completar el siguiente esquem

(0]
@




4

=z

z

[Sleloe)

0]
%.z_
0]

fig. @ u fie. @ fie. @D
resumiendo:

Voum@ =@

Qué transformacion (U, V, Z o N) permite pasar de Ia figuta (@) a la figura D)
Es decir:

=z

o
1) Completar Ia tabla operacional de la composicion de las transformaciones U,
N.

v,z
Va N u v z

N RIS

8) i) laley “0” ;es de composicion interna?
es conmutativa

;tiene clemento neutro? ;Cudl es?

iv) kcual esel i mmm de cada transformacion?

V) jes asociativ

V1) structura alebraics tiens la composicion “o de s tranfomacio-
nesU,V,ZyN?
') Resaier s sguintesecuacionesen:

CHuvan] o> ¢
Vo . =Z
olU =V
UoNoV) =
(UoZ)o N

2.-La posibilidad de combinacion de movimientos es enorme, sugerimos al lector
plantearse algunas, y realizar el estudio estructuralista de la composicion de funcio-
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nes que ali surjan. No es necesario localizar ls figuras por coordenadas, lo que si es
imprescindible, la total identificacion de los movimientos y sus elementos definito-
rios (centro, dngulo, je, amplitud, etc.). Puede trabajarse con mis de cuatro movi-
mientos, lo’que ird enriqueciendo el estudio general del tema, y sus vinculaciones
particulares. En los tres volimenes de su obra “Geometria a través de las (nnsfar
maciones”, Zoltan P: Dienes presenta gran variacion de ejercicios que culminan (es-
pecialmente en el tomo tres “Grupos y coordenadas”) con la comparacion completa
de los aspectos geométrico .lgehmcux bisicos. Sintetizamos algunos de los proble-
mas ali planteados, en el siguiente enunciado.

3-Ditarun g epitero LY.
3) L A, By C a los movimientos que transforman los vértices del tridn-
plode o vkt masare

A B c
—, T a
v v 1 L
L L L v

3 L
L J
v v

Qué tipo de transformaciones son A, By

£) Llmemos R, Dy N 2 los mowimicrtos que e loctianlas siguientes transforma-
ciones a los vértices de JLV.

R D D
e
£y 3 v N
L v L s L L
v 3 v L v v

4Qué tipo de tranformaciones son R, D
c) El conjumo A,B,C,R,D, N§ con 1: ‘operacion = (seguido de) jtiene es-
tructura de grups
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Medida y medicién

Ficha1 Comparaciones cualitativas y cuantitativas. Recono-
cimiento de las magnitudes.

1.-Dado el siguiente conjunto A de elementos, clasificar estos segin distintos cri-
terios

a) Emplear un diagrama de Carroll paa clasifcar por forma.
b) En un diagrama de Venn, clasificar los elementos en “‘comestibles y no comes-

tibles
) Mediante un disgrama de drbol, claificar los elementos de A por su peso.

2.-De las numerosas propiedades que pueden tenerse en cuenta para clasificar los
elementos de A, hay algunas (por ejemplo la solicitada en c) que permite determinar
cada clase en funcion de la medida (NO de gramos).

Qué es medic?

En el fasciculo 15 (Medida) de la serie “Topicos de matemitica para la ensefian-
2a elemental” del Consejo Nacional de Profesores de Matemitica de Estados Unidos
(Editorial Trillas, Méico, noviembre de 1970) se lee:

“E] lenguaje de la medida es el lenguaje de la comparacién y la medida surge de
Ia comparacion”.
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No es ésta una definicion, sino una explicacion préctica de como debe introdu-
cirse en ¢l 2 de un denso tema matemitico (y fisico) como es el de
las magnitu
P.n.mxn o principio que “comparar es medir”, creemos conveniente distinguic
To que i

¥ Responder s as siguientes preguntas
) (Tt s cantal  sioLimuy o e o Negro?
i) {Es més linda una rosa o un clavel?
i) ;Tiene mds habitantes Cordoba 0 Rio Gallegos?

Qué iés
1) Toasmlos eotoeos umpmmmn de la misma manera a lasseis preguntas?
Evidentemente no, porque las comparaciones planteadas en i), v) y vi) se refie-
nte cuantificables. Se trata, en esos casos, de comparaciones
cualitativas. En cambio las restantes, que son cuantitativas, permiten una solucion
precisa.

3.-En este capitulo trabajaremos con comparaciones cuantitativas, que son las que,
Tespondiendo a la pregunta ;Cuinto? permiten medir, cuando se clasifica objetos
por una propiedad comn (la magnitud).

4.-Nombrar la propiedad qu
) TCuinto s terde anochece o2 o que el 19.de junio?
b) LQ\I: cmdzﬂ ‘estd mas al sur, Bariloche o Comodoro Rivadavia’
<) (E: lenso el vino tinto o el vino blzn
@ ey, prheeibiedr  pasilloo en
©) (Qué palabra tiene mis "p zptnm o punisepipedo?

5-a) Sea :l mn‘nmo?: ‘ aibjcid;eifig ) donde los clementos son los siguien-
tes segmen
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i) Aplicar la elacion L “es tan largo como” en *
i) (Qué pmpmdld:x tiene esa relacion?
i) ;Qué tipo de
) ,,Cu(maxcl:m quedan determinada
b) Liamemos X, Y, 2 a s clases de eq'um.!encu obtenidasen P al aplicar £.

longitud a = longitud ¢ = longitud e
‘También sc puede afimar que los segmentos a, ¢ y ¢ tienen igual longirud.

Atencion: ain no se ha determinado cudnto mide cada segmento, s0 selos hacom-
parado obteniendo lasclass de equivalencia

6. Volvamos al conjunto A de objetos, citado en el punto 1. Aplicar en “A” la rela-
cion R: “es tan pesado como”.

3) ¢Es una relacion de equivalencia? ;Por qué?

b) {Cudlesson as clases obtenidas?

) Sipeto (0 mam) de " =peso (o mas e
denser ™y ¢

405 o de 4™ > pesod " >pesn de "y gt clementos e “A” pden

qué elementos de “A” pue-

) Uiizando un blanz de dos platilo,comparr o psosde 1odos os e
mentos de “A”. Se pueden ordenar sos lementos por peso (de menor a mayor,
por cjemplo sin conocer su peso en gram

) Un conocido “problema de ingenio" xehla que: dadas 7 bolitas de gual apa-
tiencia (tamafo y color), una wh el o o s pss e
restantes como mi cul esla bo-
T difreote utzgndo baanza e dos pailos? {Cubnts b hay que compa-
rar en cada pesa

Este problema se basa en la comparacion como medicion. y en la individualiza
cion de los elementos de una clae de equivalencia, como asi también en las propie-
dades de una relacion de orden.

7.-Plantear una situacion concreta para presentar comparaciones que lleven 2 traba-
jar la magnitud capacidad. y con ella una relacion de equivalencia y una relacion de
orden.

Ficha2 Medicion con unidades no convencionales.

1. Dadas las sguientes superfiies, clasificarlas teniendo en cuenta. para cada una de
ellas su drea (medida de la superficie),
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a) ;Cuintas clases de equivalencia surgen?
b iCtmose ‘procede para determinar que “P”, “M"y “N" pertenecen auna mis-
ma

4En qué se basa la comparacion?
Al lsificar objetos por s magritud Inngnud (cap. X, 5p. ) hemos visto que
pemmite
g et 14 sagaitu s {0 pm; en el apartado 6 de la misma ficha se
comproba, que el uso de T balana de dosplatillses suficient para que,veifican.
do la existencia de equilibrio de elementos (a partr de una gufa), se determinen las
clases equivalentes por masa
Sise desacomparar upe i
irea, no siempre son evidentes las semejanzas de esos clementos (m:x s equt
Vlonte) o s diferccies (0 bieto “a” Glen mayor dre que ol
observacion visual nos suministra bases para apreciaciones erroneas (por dl!ﬂnua,
dngulo de enfoque o simple estimacion falsa)
Puede recurrirse a dibujar Jas superfices en un mismo tipo de papely utilizando
ura balanza de ran sensildad, comprar a masa (o peso). En esas condiciones

pesa sudrea.
Ls posdiid o, |apxd| y comoda para determinar los grupos de elementos
de igual drea, estd en recurrr a la aplicacion de una misma unidad de medida a los

biece . cnmpxm especificando, en cada caso, l nimero de veces que esa unidad
ad i I superficie del objeto, Tal vz sea conveniente recalcar que

cir, en este caso, una figura de 1a cual no importa su color, ni su forma, ni el peso
e papel an o cval st buiada e 50 cantdad do supetic o .
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- Tomemos como superficie-unidad a “L”. Podemos sefialar que: la medida de R
conrespectos L s, qu abreviadamente expresamos
med R/L d PIL

med T/L =

4 es el drea de la superficie R expresada en
vose indica:

que en lengusie habitual y abusi-

= 4L
3.-Completa las siguientes expresiones:
med PR med N/R
med UR =
med V/R
med TR =

4.-Repetir el ejercicio del apartado 3, tomando como superficie-unidad a

5-Recortar en cartlina o papel las figuras R, Ty L del aparado 1.
Usando esas unidades, medir Ias siguientes figuras:

Aw Ao
DD & o (f

Para efectuar la medicion deben tenerse en cuenta las siguientes consignas:
" en todos los casos en que el tamafio de la figura a me-

) 5o posible emplear R, recurrr & “T”;

) cuando Ia figura sea muy Posuas y a0 reslo posbls mid con “R” o 41
como unidadés, emplear “L"

d) observar que se presentan csos en que, a simple vista, 10 es posible usar “T”,
pero que s setoma fa mitad de T (1 1T) e llega 2 ubicar dos veces esa mitad, con
o cual

1T~1T_1T

(lo mismo, pucde ocurrir para R ...)



) Completar Ia siguiente tabla, indicando para cada figura, l nimero de unida-
des de cada clase que requirio su medicion.

Fias [ A [ B |Cc D [E[F]c a1 [y
unidades,

R 1 1

T 1 1
B L 1 0

Ficha3 Sistemas de medicion. SIMELA.

Recortar en cartulina las siguientes bandas, de 1 cm. de ancho, que emplearemos
para medir longitudes.

L C ]

med C/F

228



2.-Al comparar las longitudes de K, C, G y F entre s, se observa que:

3 CerdlupledeKihiepok o dnC
b) osa lrlp]= de C;luego C
e G Iu:guGe:ld:K

d) Qué plru deGesk?

lueg de
Compltar e v igient segin I relacion " s tatas veces .
Por ciemplo:
Fes9vecesC
KesldeC
3
k[c[cTF
3
(2]
G T
3
F

Duemox que F s miltiplo de K, C, G y F; G es submiiltiplo de F y miil

c es submltiplo de.
* Explicar el significado de ls palabras miltiplo y submilfiplo

3. Comparando las respuestas precedentes con lo estudiado en el capitulo VI ficha
1,el Iednx encontrard cierta similitud entre la relacion numérica de las unidades K,
€, Py ot apupaniento e bs e, Precamente porclocnplesemsla
il ik e, para codificarlas mediciones con las unidades K, C, G y

Para dar precision a la tarea, deberi utilizarse cada unidad de medida el memr

4.-Conlas unidades de longitud K, C, G y F medir
b e
@

e oy
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a 2
b
d 1oz

Se observa que:
med d/K = 102 que suele indicarse abusivamente d = 102K
En s ot bt condno & K oo i 0 medke. 1 el C camo
unidad de medida se
neddlc=107 6 d=102¢
De la misma manera
med 4G = 1,02 6 =1
Silamedida de “d" es 0,102 ;Cudl ha sido la unidad de medida considerada?
Seve asi que la medida es un nimero con coma; el lugar de a coma indica la uni-
dad de medida elegida.
Resumiendo:

designael| bandas utilizadas | med x/K | medx/C [ med x/G | med x/F
segmento G|C |k

b

a fofrfo]2] 102 102 102 | 0102

5.-Hemos presentado en esta ficha, un ejemplo de sistema de medicion de longitu-
des en el cual Ia relacion entre las diferentes unidades essimilar a la que rige un sis
tema de numeracion en base 3. Ademis, la codificacién (o escritura de las canti-
dades) tiene leyes isomorfas con las empleadas en base 3. El ejercicio tiene por fi-
nalidad hacer reflexionar sobre 1a arbitrariedad de las unidades por un lado (podria
también haberse seleccionado unidades que difieran de acuerdo alos valores numé-
rco d otas b, tambi ol 14 neceidad e g de Vinclcin e
e la unidad elegida y sus mil Gltiplos.

EI SIMELA (Sistema metrico lega argentino, ley 19.511 del /3/72) presentalas
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unidades siguientes para longitud, capacidad y peso, regidas por las leyes de Ia base
decimal de numeracion:

unidad  simb. ‘miiltiplos submiltiplos

LoNGITUD | mewo |m | Ym T gm | S
CAPACIDAD | litro | 1 dk'f B ,;‘1.. =4
PESO gramo | g k:‘ % 2, .:Z ==

Completar los datos precedentes, buscar-las unidades, milltiplos y submltiplos
que establece el SIMELA para superficies y volimencs.

6 Paramedi el i

S T comencionales def SIMELA. por supucste). En ést ejercicio mediremos
s o bt o convencomai:

oea 5" a supericie a medi:

sup

a) Dibujar en papel transparente la siguiente malla cuadriculada Cy , de cuadrado
unidad “u"




i) Superponer C, sobre “S”, ubicando C, en la posicion horizontal siguiente:

iCuil s la medida de S con réspecto au?
rvamos que, siguiendo la malla C,, podemos dibujar un encuadramiento de
S por defecto (S queda circunscripta al encuadramiento) y otro encuadramiento de
S por exceso(S queda inscripta al encuadramiento). Podemos afirmar:
26 < <52

ii) Cambiando la posicion de C, con respecto a S, y dibujando los encuadres
por exceso y por defecto se obtine:

27 < med, § < 49

H)Es importasts tecakar qus n log dos i precdenies superficie S es
ambién la unidad “u”. Las diferencias numéricas obtenidas surgen al
variar la pnsm , y porque la medicion no es perfecta. ;Qué ocurrird si la unidad
de medida es mis pequeria?

b) Dibujar en papel transparente la malla cuadrangular C; ,de cuadradounidad u'.
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w
pequenia que u).

Supsrponr C sbre . Cull o mcidade S con respect au?
medy SS<
R=1:md.|ndo 4 v g s parte de u, podemos indicar:
124

(4 x 42] +3
porlo que:
31 < med, S<43
) Compeando ks ekados o uhmudos ena) y b) para medir una misma super-
ficie con una misma unidad tener
2

El valor de Ia medida de S esté en todos los casos, comprendido eatre miximo y
minimo, Al precisar la medicion, el intervalo se reduce, y cada vez se acerca mis al
vaor gl e

alidad, en este ejemplo, como en cuslquier otro de medicion concreta, el
va.lnx ‘numérico de la misma es aproximado y depende de la mayor o menor preci-
sion del instrumento de medicion.

Ficha4 La funcién “medida”. Ejercicios.

En e capilosolbe medii y medilin” neancs presntr o cor s

aspectos que consideramos imporiantes para planificar la ensefianza del t

s d pramara No e suiients (on mists concepion cducatv) hcer conceer

1 sk o dlmentod l SOIEL A il o s el it ds o
ampoco lo e el dar una referencia historica que finalice en abogar

por l:s venu]a: sociales de utilizar universalmente un sistema métrico decimal. La

233



destreza en el mancjo de unidad i

cifico del tema; el proceso histérico hasta Ia convencion mundial es un recurso pe-

digtgico nersate pero ol concepto de medida y mediion e -dquuu oz
incluyen: identificar las magnitudes, determi

nitud) clases de eqnmlzncu por comparacion, ordenamiento’ de chm nnu,u de

la medicion para comparar, unidades no convencionales y convencionales, co

cacion de la escritura de cantidades en funcién de la relacion umd.ld-mu.lnplns

submiiltiplos y aproximacion a la medida por acotacion de intervalos.

1-No queremos terminar el tema “medida y medicion” sin estacar una vincula-
cién bisica de él con el concepto matemitico de funcién, que desarrolla André Myx
en “Six themes pour six semaincs” (ediciones Cedic, Lyon, Francia, 1975).
Dado un conjunto M de objetos a,, 8y, 33, etc., s¢ lama medida a una funcién
de M hacia el conjunto R de nimeros reales.

M R
R es un conjunto numerico que, adems de incluir al conjunto Q de los némeros
faclonales, incuye 3 nimerog como T (medida de I longitud de 1 cicunferenca
con respecto al didmetro), v/2 (medida de la diagonal de un cuadrado con respecto
Tiado et mismo)

) et
L foncon F debe veicar s et popidades (rovenintes e 1 ds-
gl d W i
M

Mairsi lnx nh]:(aul ¥, son disjuntos, entonces
3y Ua,) =meda,
Estos cnnc-pxu tedricos (algo ll:_\ld\x dela (omc .mpuu a este libro) son de
gran valor cuando se estudia en fisica el tema magnitu
Poremplos 1 temperatrs o o magniad? 5o cumplc M, al tratar tempera-
iy Ma? jes cierto que 300 de temperatura agregados a 700 de temperatura
pem\ll:n llegar a 100¢
Algunos fisicos llaman magnitudes medibles a las magnitudes que cumplen con
las condiciones M, y M; y a aquellas para
cumple M.

2. Ejercicios
2) Se mide en forma aproximada la longitud de una avenida haciendo 115 pasos
iguales que se caloula son de 90 cm. cada uno. Se verifica la medicion con una cinta
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de un doble decémetro. Se marca 4 veces I cinta y 12 m. mis. ;Cusl fue e eror en

1 longitud media de un paso’

b) Sobre Ia autopista se byl mumerdo s sl

4Cuil es la menor distancia entre dos sali-
das indicadas sobre esta parte de autopista?
;Cuil es ]a mayor distancia entre dos salidas?
ii) Un auto anda a 60 km/h ;Qué distancia
brrecomidoen 1 h?

Qué distancia recorrerd en 20 minutos?
iQué distancia recorreré en 2 hs

i)Otro auto anda a 120 km/h. ;En cuinto
tiempo recome 60 Ja? ;Y 6 kn ;Y 10
et

) Un auto viejo recorre Ia distancia comprendi-
dun y@ el l h. ;A qué veloci-

2
) Un suto aal ha é.mo m el

'u s un auto gris ha tar
o hors para Tegr de QD 8 ,un:

w-umm. ‘negra ha tardado L hora para lle-
2

garde @ a @ B

A qué velocidad va el vehiculo més ripido?

iCuil anda mis lentamente?

vi)Un automovilsta pasa por la salida @0 a
las 14 hs. Quiere legar ala () alas 14 hs.
30 minutos. ;A qué velocidad debe correr?

©) i) Calcular Ia longitud “L" de la linea que limita la superficie sombreada.
alcular el drea “S” de la superficie sombreada.

Como varian “L” y
Y si AB = 16 cm?

N

*S" s se duplica AB?
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d) MNP es un tridngulo de altura MH; MH = 3 cm; “a” s la medida en cm. de
Ia base NP. Hacer una figura para cada valor de “a” de las que figuran en Ja tabla si-
guiente. Calcular para cada tridngulo la superficie en cm’? .

Las dos series obtenidas en la tabla gson
proporcionales?

¢) Lasdi tangular son
do icamene bdows ectngulres oo 25 con, 15 cm. dispucitascomo ncia s
figura, 0 baldosas cuadradas de 20 cm. de lado. ;Cudles pueden ser las dimensiones
de esta cocina? En el caso particular de que esta cocina sea cuadrada cuil puede
ser I medida de su lado?

25 cm

STRUISS R (. P RS

T
1
L
—ad-r--
|
[
1

S— | 1
1 I

) Una caja de forma de parallepipedo rectangular de 24 cm. x 36 cm. x 60 cm.
se llena exactamente con cubos donde su arista tiene por medida un nimero natu-
L Buscarl et de s s (hy v s,

#) En una hilra de drboles, éstos estin separados regulammente por un nimero
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entero de metros. Se arrancan algunos de ellos quedando s6lo 3: A, By C dispues-
tos como indica al dibujo:

90 m -S54 m—a
L L )

A B c

iQué distancia separaba dos drboles consecutivos? Cuintos fueron arrancados?
1) Un tanque de agua tiene la forma de un parallepipedo rectangular. Las di-
‘mensiones de la base son 80 cm y 120 cm. La dltura es de 250 cm.
i) ,,Cuil esenm’ el volumen del tanque?
Si contiene 1920 L, ;qué altura alcanzs el liquido en é1?
S apepan 1001, calcuar ol sumento d alucs del gl
J) i) (Cuintas veces debo verter el contenido de una pipeta ta0 25 cm® para -
nar una bole!h deli l litro?

i) Quiero punﬂ 2 litros de agua en un recipiente. Dispongo de una botella de
7S¢l ydeumpmbe ta de 100 cm®, ;como hago?

1) 1) Para medir el volumen de un medicamento liguido, se utilza una pipeta
graduada: 30 gotas represents 1,5 . dl liido, E enermo debe tomar 33 otas
tres veces por dia durante 30 dias. Un frasco contiene S0 ml., ;cuintos. debe com-
prar para su tratamiento?

ii) La pipeta es cumdm,au gotas representa una altura de 58 mm. de liqui-
do. Calcular su didmetro
1) Sobre una botella dun hqmdn concentrado para revelar fotografias se lee:
“Sulucxbn 1+ 10", que significa que 1 cm® de me Ilq\udo debe ser mezclado con
? de agua para obtener una solucion lista par
Pm revelar un rollo de 36 fotos, se n=ceman 330 n'n’ de la mezcla. ;Como se
prepara? La misma pregunta si se necesitan 4
)Un pazo clinires tiene 1,60 m. o dimeteoineror S sac l agua por me-
dio de un balde atado a una cadena enrollada sobre un torno de 10 cm. de radio. Se
I dulnmn:ldn 1a cadena justo hasta que el fondo del balde toque la superficie del

De;ynés de una sequia el nivel del agua ha bajado y es necesario entonces darle 5
vueltas mis al tomo para que el fondo del balde esté sobre el ivel del agua. ;En
:um(o disminuye el volumen del agua?
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) He aqu varios problemas grificos
i) Encontrar la masa de B.

T
O

LT_

ii) Encontrar Ia masa de cada uno de estos objetos
49g |

em0

20g

[ Ia]

13g

WTDE.

i) Encontrar las masas de D y E.

DT ® E'®®

iv) Reemplazar cada punto de interrogacion por la masa conveniente:

p— ’1\ ﬂi oo T [
e ‘ o 2. 0
ST e T. [
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¥) Encontrar las masas de F, G y H.

®

TB

p) Un tonel de 100 kg.de aceitunas de 12 kg, deaceite; 1 ltro e acite de ol
pesa 912, ;C obtienen con 7

@ Un el Teno d= agua pesa 277 kg, Si se saca el w‘kdzl agua que contiene,
pesa 127 kg, ;Cudl esel peso del tonel vacio?

1) Entre el instante en que se vio un relimpago y se oy® el trueno pasaron 12 se-
‘gundos. Sabiendo que la velocidad del sonido en el aire es de 330 mjseg. y que el
tiempo de 1a uz e puede considrar despreciable, 1 qué distancia del observador
se produjo el relimpago!

5) Mireloj eléctrico ldch.nu 3 minutos cada 4 dias.

i) {Cuinto adelanta en 28 dias?

i) Vuelto a poner en hora, después de un tiempo, observo que adelantd 7
minutos 30 seg. ;Cudnto tiempo pasb?

ii)Si parto de vacaciones el 1 de julio a mediodia (puesto el reloj a la hora
oficial) y pienso volver el 15 de agosto a mediodia (hora oficial), ;qué hora marcard
mi reloj?

1) Un reloj de pared adelanta § minutos por dia, mientras que un reloj pulsera
atrasa 3 minutos en el mismo tiempo. En un instante dado, los dos indican la misma
hora. ;Al cabo de cuinto tiempo el de pared estaré 1 h. adelantado con respecto al
otro? Al cabo de cuénto tiempo los 2 sefialarn la misma hora?
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